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Vorwort. 


Das vorliegende Buch enthalt eine zusammenfassende Darstellung 
der wichtigsten und am besten untersuchten Gebiete der Differenzen- 
rechnung, wobei die in neuerer Zeit gewonnenen, bisher in Einzelabhand- 
lungen verstreuten Ergebnisse im Vordergrunde stehen. Im Hinblick 
auf den Umfang habe ich ren “nicht alle in die Differenzenrechnung 
gehorigen Probleme vollstandig und erschépfend behandeln kénnen; 
so sind die nichtlinearen Differenzengleichungen ganz iibergangen. 
Das Buch soll vielmehr nur eine einfiihrende Ubersicht bilden und zum 
Studium der Originalabhandlungen hinleiten. Aus diesem Charakter 
des Werkes erklart sich auch die Form der Darstellung, bei der auf 
ausgefuhrte Beweise in den meisten Fallen verzichtet, dafiir aber ver- 
sucht worden ist, die leitenden Gesichtspunkte modglichst gut heraus- 
zuarbeiten. Hat man sich mit diesen vertraut gemacht, so lassen sich 
die fehlenden Einzelheiten leicht aus der Literatur entnehmen. 

Die geschichtliche Seite der behandelten Fragen wird nur fliichtig 
berthrt. Den Leser, der sich fiir die historische Entwicklung der Diffe- 
renzenrechnung interessiert, verweise ich auf meinen Artikel ,,Neuere 
Untersuchungen tiber Differenzengleichingen“ in der Enzyklopadie der 
mathematischen Wissenschaften, Band II C 7. 

Zur Erleichterung des Eindringens in die Literatur ist dem Buche 
ein ausfiihrliches Literaturverzeichnis aller mir bekannten Arbeiten tiber 
die allgemeine Theorie der Differenzengleichungen beigegeben. Am 
Schlusse dieses Verzeichnisses befindet sich eine Zusammenstellung 
der Arbeiten, welche die technischen Anwendungen der Differenzen- 
gleichungen, und zwar bisher meist die Theorie des elastischen Tragers 
und der elastischen Platte, betreffen. Hingegen sind aus der umfang- 
reichen Spezialliteratur uber Bernoullische Polynome und die Gamma- 
funktion nur einzelne prinzipiell wichtige Arbeiten, erwahnt. Auf das 
Literaturverzeichnis wird durch eine dem Verfassernamen beigefiigte 
Zahl in eckigen Klammern hingewiesen; wenn der Verfassername 
fehlt, bezieht sich die Zahl auf eine meiner eigenen Arbeiten. 

Die wichtigsten friiheren Gesamtdarstellungen der Differenzenrech- 
nung rihren von Lacroix [2, 3, 4], Boole [1,2], Markoff [1, 2], Pas- 
cal [x], Pincherle [37], Wallenberg [7] und Guldberg [22] her. 


VI Vorwort. 


Wahrend sich diese Forscher zum groBen Teil auf einen algebraischen 
Standpunkt stellen, oft unter Benutzung symbolischer Methoden, ist 
die Behandlungsweise im folgenden vorwiegend tunktionentheoretisch. 

Bei der Ausarbeitung des Manuskripts bin ich in ausgezeichneter 
Weise von Herrn Dr. A. Walther-Gottingen unterstiitzt worden, und 
ich moéchte ihm meinen herzlichsten Dank ftir seine wertvolle und un- 
ermtidliche Hilfe aussprechen. Herr Dr. Walther hat auch die dem 
Buche beigegebenen Tafeln zusammengestellt, in denen man die 
Bernoullischen und Eulerschen Zahlen sowie gewisse mit ihnen ver- 
wandte Zahlen findet. 

Bei der Korrektur haben mir die Herren A. Walther, E. Bessel- 
Hagen, H.Knebel, Ho. Lewy, O. Neweebauer, Re Viewer und 
R. Vogel in dankenswerter Weise geholfen. 

Die Verlagsbuchhandlung Julius Springer, deren groBziigigem 
Unternehmungsgeiste die mathematische Wissenschaft in den letzten 
Jahren so viel verdankt, hat auch diesen Band wieder 4n vorbildlicher 
Weise ausgestattet. Es ist mir eine angenehme PficHt, ihr fiir das 
bereitwillige Eingehen auf alle meine Wiinsche hinsichtlich der Druck- 
legung des Werkes meinen Dank auszusprechen. 

SchlieBlich gilt mein Dank dem danischen Rask-Orsted-Fond 
fiir seine tatkraftige Forderung des Werkes. 


Kopenhagen, im Oktober 1923. 
N. E. Norlund. 
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EFinleitung. 


Den endlichen Differenzen von Funktionen und den Operationen, 
die zur Differenzenbildung invers sind, hat man bisher in der Analysis 
nur geringe Beachtung geschenkt. In der Regel pflegt man vielmehr 
moglichst bald den Grenztibergang vorzunehmen, der zum Differential- 
quotienten und zum Integral fuhrt und mancherlei Vereinfachungen 
mit sich bringt. Freilich raubt dieser Grenztibergang oft auch die 
Moglichkeit zu einem tieferen Eindringen in die Probleme. Stellen 
doch Ergebnisse, zu denen man durch Infinitesimalbetrachtungen ge- 
langt ist, zuweilen nur eine erste Annaherung dar, welche zwar in 
vielen Fallen vollkommen geniigt, dann und wann jedoch fiir sich 
allein kein gentgend klares Bild zu liefern vermag. Beispielsweise 
lassen sich in der Theorie der mehrdeutigen Funktionen viele innere 
Zusammenhange deutlicher tibersehen, wenn man die Differenzen- 
rechnung in hoherem Mabe als bisher heranzieht. 

So bietet die Lehre von den endlichen Differenzen einmal die 
Moglichkeit, alte Ergebnisse von hoherer Warte aus zu durchmustern 
und durch Einfiigung in umfassendere Betrachtungen wesentlich zu 
vertiefen. Daneben stellt sie aber auch eine Fille ganz neuartiger 
Probleme. Um nur ein Beispiel herauszugreifen, entspringen als Lo- 
sungen von Differenzengleichungen wichtige Klassen von neuen Trans- 
zendenten, die am besten aus diesen Gleichungen heraus unter Hinzu- 
nahme gewisser Grenzbedingungen charakterisiert werden konnen. 

Auch mit der angewandten Mathematik ist die Differenzenrech- 
nung durch mannigfache Beziehungen verknupft. Viele der in der 
Praxis der Interpolation, mechanischen Quadratur usw. benutzten Ver- 
fahren erfordern zu ihrer strengen Begriindung und ubersichtlichen 
Ausgestaltung eingehende theoretische Untersuchungen, welche sich nur 
bei Einordnung in gr6Bere Zusammenhange in befriedigender Weise 
durchfiihren lassen. In allerneuester Zeit hat man zudem mit Erfolg 
begonnen, die Methoden der Differenzenrechnung bei Problemen der 
technischen Mechanik in Anwendung zu bringen. 


Norlund, Differenzenrechnung. 1 


2 Einleitung. 


Entstanden ist die Differenzenrechnung im 17. und 18. Jahr- 
hundert aus Untersuchungen tuber Interpolation und ahnliche Dinge; 
ihre Schépfer waren Newton, Taylor, Stirling, Laplace und GauB. 
Dann kam eine Zeit, in der das Gebiet fast ganz brach lag und 
keine nennenswerten Fortschritte erzielt wurden. Heute jedoch zeigt 
sich wieder frisches Leben; unter neuen Gesichtspunkten und mit 
besseren Hilfsmitteln als friher hat man das Studium der zum Teil 
bis in die Anfange der Differenzenrechnung zuruckreichenden Probleme 
wieder aufgenommen, und in den letzten Jahren ist eine ziemlich 
umfangreiche Literatur emporgewachsen, aus der als besonders wertvoll 
einige von Pincherle, Birkhoff, Carmichael, Galbrun und Perron 


herruhrende Arbeiten zu nennen sind. 


Erstes Kapatel, 
Grundbegriffe. 


§ 1. Differenzen und Mittelwerte. 


1. Als Differenz erster Ordnung oder Differenz schlechthin und als 
Mittelwert der Funktion f(#) bezeichnen wir die Ausdriicke 


(1) AiG = f@+o)—f@) 
(2) | V f(r) <a ee are) 


Hierbei bedeutet f(x) eine beliebige reelle oder komplexe Funk- 
tion der Veranderlichen x und w eine beliebige komplexe Zahl, die wir 
die Spanne nennen wollen. Sind w,, @,, w,,... beliebige komplexe 
Zahlen, die ,Spannen“, so finden wir durch wiederholte Anwendung 
der durch A und VV angegebenen Operationen die Differenz zweiter 
Ordnung 


A fe) =A(A fe) —Letert eo —feto) feta) + fe) 


Wy Wg Wg Wy WW 
und den Mittelwert zweiter Ordnung 
2 
5 a ee: fet OF 2) +f(@+,)4 f(« +) + f (@) 
Runt) es wv oy f(2))=— A 


allgemein die Differenz m-ter Ordnung 


n n—-1 
(3) A’ f@=A nc) 
und den Mittelwert m-ter Ordnung 
n nm—1 
(4) Vey ( V ) . 
Oy Wg... On On \My Wq--. On-1 


4 Erstes Kapitel. Grundbegriffe. 


Setzen wir zur Abkiirzung bei ganzzahligem s,, S,,-.-, S, 


w,+5,@,+:::-+s,0, = 2, 


so 14Bt sich die u-te Differenz, wie man durch vollstandige Induktion 
bestatigt, als n-fache Summe folgendermafsen schreiben: 


A f(#) = (1) (@, @, °°: wo) Di Le ag es ee 


1, Wg *** On 


Fiir den n-ten Mittelwert erhalt man ebenso 


7 fe)=2°"° D pe +2): 
My We ++ Oy 
Die Summationen sind hierbei ftir jeden der Summationsbuchstaben 
SqoiSar ee 51S,, Uuberedics Werte; 0 und al eza erstrecken. 
Offenbar sind alle Differenzen und Mittelwerte symmetrische Funk- 
tionen in den Spannen w,,@,,.... Wenn alle Spannen denselben 
Wert m haben, gewinnt man die einfacheren Ausdricke 


n 


6) A f@) =o S)(—1)*(2) f@ + 05), 


s=0 


n 
n 


(6) V f@) = 2" D'(5) fe +s); 


oe s=0 


n 
fiir m = 1 schreiben wir kirzer A f(z) und VY f(x), Umgekehrt kénnen 
die Werte f(x +m), f(v«+2q@),... durch f(x) und die aufeinander- 
folgenden Differenzen oder Mittelwerte ausgedriickt werden, und zwar 
bekommt man 


(7) f(e-+no)= 3 (etre 


n 


(8) f@ + no) = S)(—1)-* (2) 2° v7 F@); 


s=0 


der ersten dieser Formeln werden wir in § 3 (Formel (35)) von einem 
allgemeineren Standpunkte aus wieder begegnen. 


Fur die Differenzen- und Mittelwertbildung bestehen einige ein- 
fache Rechenregeln. Es ist 


§ 1. Differenzen und Mittelwerte. 5) 


Ah@+h@)=AL@+ Ah); 


V (fi Oe WAPI VaAlGals 
Act (@) ON F(z), 


(c eine Konstante ) 


m n m+n 
A | A fe) BR ey, 
Sey Orn a Omen OT a Omen 


m n m+n 
V V re) = Vf). 
Oe Om Ome omen OM On 


Betrachten wir einige Beispiele. Die Differenz einer Konstanten 
hat offenbar den Wert Null. Die Differenz einer Potenz x” mit posi- 
tivem ganzzahligen Exponenten wird 


n 
—— n s—lan-s 
Ae aie os : 


also ein Polynom (n—1)-ten Grades. Allgemein ist daher die erste 


m 
Differenz eines Polynoms P(x) = S’a,x8§ vom Grade m ein Polynom 
s=0 
(m—1)-ten Grades, die m-te Differenz die Konstante m!a,, und jede 
hohere Differenz Null. In Analogie zur Differentiationsformel fur Po- 


tenzen mit positiven oder negativen ganzzahligen Exponenten 
ID} GE 
a 
stehen folgende Relationen fiir die oft als Faktorielle bezeichneten 


‘ 1 
Produkte (« — 1) (w — 2)---(« —m) und z(e-+1)---(@+tn—1)’ 


(9) A (a—1)(@—2)---(@—n) = n(x—1)(w—2) --- (a—(n—1)), 


Cea (a@—2)---(w—n) == n(n—1)(a—1)(a—2) --- (@—(m—2)), 


Wieate—2) (a7) 


1 —7n 
(10) At@+) ---(¢+n—1) mae aw (e-+-1)--- (e@+n)’ 
a 1 e n(n + 1) 
A u(@-+l)---(@tn—1)) x(@+1)---@t+xn4+1)’ 


6 Erstes Kapitel. Grundbegriffe. 


Die Formeln (9) und (10) sind nur Sonderfalle einer allgemeineren 
Formel. Bekanntlich geniigt die Gammafunktion der Funktional- 


gleichung 
T@+1)=2«I0 (a); 


daher wird, wenn « eine beliebige Konstante bedeutet, 


L'(@) T(z) 
(11) STG), a ieee 
woraus fiir «= —n die Beziehung (9), fir « =m die Beziehung (10) 
hervorgeht. 
Die Exponentialfunktion besitzt die Differenzen 
Cae al > 
A (= Fag: 
ee a1 — | aon — | 
/\ & @ o2 4 
OZ = sh aia Oy On 
und die Mittelwerte 
ul 
V a® = q® saw ) 
Q@ 2 
mn Cee By SOE ea 


We ea 


Wz, *** On 


S) 2 ? 
von denen aus wir leicht zu den entsprechenden Ausdricken fiir die 
trigonometrischen Funktionen gelangen ko6nnen. 


2. Fuhrt man Differenzen- und Mittelwertbildung nacheinander 
aus, so gewinnt man die belangreichen Formeln 


(12) AV fla) = V Af) =A f(z), 
CES PO ar Oe Birt mei Nig eee ga 


WM1*** Wyn DWz***Wyp Mz ** Dyn Wy, +++ Wy 20 ,+++2uyn 


Diese Gleichungen lassen sich verallgemeinern. Setzen wir nadmlich 
wieder zur Abktirzung 

${OpoT Sy Ogata sO gas Q, 
dann gilt, wie man leicht nachrechnet, 


Pi-1 po-1 Pn—-1 
y n n 
$1=0 8.=0 CPreoy “CR OSeTEES, P191°**PnOn 
wobei f,, f,,-.-,, beliebige positive ganze Zahlen sind, und 


Die Pe: Pn-1 


oe ps. | — 1) tset-+- ton Vv f(ae-- Qy= v REN 


foe $2=0 8n=0 GD 1° On P1%1°** Dn On 
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wobei p,, p,,--., p, ungerade positive ganze Zahlen bedeuten. Sind 
Py Pa,---» P, gerade positive ganze Zahlen, so wird die linke Seite 
der Formel (15) gleich 


n 


C= 3) Pr Ps*** Py @, Og°-- @, A f (x). 


Di 1 °** Pn On 


Fur p,= fp, =::-=, = 2 reduzieren sich die eben angefiihrten Be- 
zichungen auf die Formel (13). Liegen die Zahlen x» + @ alle inner- 
halb eines gewissen Winkelraumes, in dem f(2) bei Annaherung an 
den unendlich fernen Punkt gegen Null strebt, so darf man die Zahlen 
Py fo>+--» Pf, uber jede Grenze wachsen lassen und findet dann 


ie} 


Gem Cai Poro. esas s oS) 4 An fe Qt) 


Gi, ayecrene Oly Dis On 


(17) gn es (— slater: see tsy, v f (x + Q) == fe). 


Litt On 


Insbesondere gelten diese Gleichungen, wenn alle Spannen positiv 
sind und f(a) auf der positiven reellen Achse nach Null konvergiert. 


3. Unter einer Differenzengleichung fiir die Funktion f(a) versteht 
man eine Beziehung zwischen der Funktion f(«) und einer Anzahl von 
Differenzen verschiedener Ordnung von f(a), wobei auch die unab- 
hangige Veranderliche a explizit vorkommen kann. Beschranken wir 
uns der Einfachheit halber auf den Fall, daB alle Spannen gleich 
sind, so hat eine Differenzengleichung demnach die Form 


2 n : 
P(x, f(x), Af(#), Af), +.» Af(@)) =9. 
Mit Hilfe der Formel (5) kann man sie auch in die Gestalt 
Ve, f(x), fe +0), fe+20),.. f(e+ne)) = 0 


bringen. Wenn hierin f(x) und f(«-+-nq) wirklich vorkommen, so 
sprechen wir von einer Differenzengleichung n-ter Ordnung. Linear 
heiBt eine Differenzengleichung, wenn sie linear in f(x) und den 
Differenzen von f(x) ist. 
Das berithmteste Beispiel einer Differenzengleichung ist die schon 
genannte Gleichung 
f(e +1) —«f(«)=0, 


der die Gammafunktion Gentige leistet und von der aus sich der 
beste Einblick in die Natur dieser interessanten Funktion gewinnen laBbt. 


Erstes Kapitel, 


Grundbegriffe. 


§ 2. Steigungen. 


4. Neben den Differenzen gibt es noch andere, ahnlich gebildete 
Ausdriicke, die wir als Steigungen*) bezeichnen und durch die Glei- 


chungen 


(18) 


[zo 2] = ee ee 
Sa 
[ty %, 7] = ie “il ale =), [a, & 23] = 
a ky cbotea allem tayoe uden 
| [0% --- #] = Orel ease 2 n 


erklaren wollen, wobei Ape aD 


bedeuten. 


[2] = f (0) 


[29] — 


= [a] 


= [tq %3) 


> ees 


U — Xe 


> tee 


Xo t,--- 


als Differenzenquotienten zweier Steigungen (m — 1)-ter Ordnung. 
ubersichtlichen Zusammenfassung der Steigungen einer Funktion pflegt 
man sie in folgendem Schema anzuordnen: 


a ACZ)) fg es 
se gente 
= fe fs 


EEA 
ACA G 
EAA 


[ty %,  X5] 
[w, % V5 2, 


[% @, L, Ly ,| - 


2] 


.., @, voneinander verschiedene Zahlen 
Man erhalt also die Steigung m-ter Ordnung [. 


Zur 


Die Steigungen lassen sich in zwei verschiedenen Formen darstellen, 
aus denen wir sofort ablesen konnen, dab sie symmetrische Funktionen 


VOR #,2%,,---., %, smd. Es wird namlich 
lise sols cee 
a f (&o) vk f(&%) Ae SG ae 
f I% “1 #2] (py — X;) (Xp — Xp) (@ — Xp) (&, — XQ) me — 2p) 3 ent 
(19) aa Soins 
Pt Wie ie (a) 4 
[% 71 *,] ~ C= 3) (%— ay) +> (% — 2p) G; rt ee) (@,— Hq) +++ (@, — pn) 
{ | if (a =) ses , 
(2n— 2) (%n— 21) +++ (@n—%, 4)” 


*) Diese Ausdriicke wurden zuerst von Ampére [1] untersucht, der ihnen 
den Namen ,,fonctions interpolaires“ gab. Ziemlich verbreitet ist auch die Be- 
zeichnung ,,dividierte Differenzen“ und die hieran anschliefende Schreibweise 
tn) oder O* f(x). 


OA Cy oan 
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Die Giiltigkeit der allgemeinen Formel l4Bt sich ohne Mithe durch 
den SchluB8 von n auf (m+ 1) bestatigen. Mit Hilfe bekannter Satze 
uber Potenzdeterminanten kann man der Relation (19) auch die Gestalt 


Dect a Pe Peo) | JL ty ea ee 


BON cea ae peopl A tei f@,) |. /t) x ef. ef 


loge em ele 2: el Meee form ome a si) ee @ rele ie: ist elma. io 


geben, die -te Steigung [x)x,---«,] also durch das Verhiltnis zweier 
Determinanten ausdricken. Sowohl (19) als auch (20) lassen die Sym- 
metrie der Steigungen in Erscheinung treten. 


Aus (20) entnehmen wir z. B, sofort, daB fiir f(x) =- 
<9 (— Dye 
[Ce@aeanec® | oar Te. 


10 


isewaberner findet man fir f(2)—= x 


[x 2,-..%,)—=1, 
mite fo) oer 


[2p %y i 2) = Zp 2, +--+ 2, 
fiir f(~) =x” bei positivem ganzen p< n 
(ae. eh caect ree 


sodaB also fiir ein Polynom m-ten Grades die n-te Steigung eine Konstante 
ist, wahrend die (n + 1)-te und alle hoheren Steigungen verschwinden. 

Die Steigungen sind zunachst nur definiert, falls die Zahlen 
%, 4, L_,--. VOneinander verschieden sind. Wenn zwei beliebige 
unter diesen Zahlen zusammenricken, wenn z. B. x,—>a,, dann geht 
aus (19) hervor, daB (7 —x,)[%)2,-.-%,] gegen Null konvergiert, 
falls f(z) im Punkte w, stetig ist. Ferner lehrt die Gleichung 


ety 6 A eos oe 
(a ae reeled ame : 


oe ie, 2, dann und nur dann einem Grenzwerte 
zustrebt, wenn f(z) im Punkte a, eine Ableitung besitzt, und daf 
dieser Grenzwert 


Cala [ae fe 0 


lina aya ton 0, | == [ey a, By. pie lie ast. 8 | 
Lo>2, 


ist. Man nennt ihn eine Steigung mit wiederholtem Argument und 
kann ihn mit Hilfe der Formel (20), wenn man in den Determinanten 
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die zweite Zeile von der ersten subtrahiert, Zahler und Nenner durch 
% — x, dividiert und nachher a, nach 2, rucken laBt, auch in der 


Gestalt 9 
OL) Sa Sie eee peel eee) 


2 3 n—-1 
bale ee Tks meee x x 
[ae aee aes Neem ae i Ft 1) 
2 3 n—-1 
oie ee ee eS i Ee 
Oe are aes 
fe ae one 
Vive Speen 


schreiben, wobei die Determinante im Nenner immer von Null ver- 
schieden ist, falls die Zahlen x,, x, ..., x,, voneinander verschieden sind. 


Wenn die Punkte x), 7,, %,-.- dquidistant liegen, wenn also etwa 
L =a, t =a+o, w=—at2o,... 


ist, lassen sich die Steigungen mit den Differenzen in Zusammenhang 
bringen, wie aus den alsdann giltigen Relationen 


[x] = f(a), (¢7| =f (4), ee 
eomJ= pp AL@), [mel = py Af@t+o),-- 


Le 
PU) 4 [om ta] = 55 A 10a)» [219%] = 37 A fle + 0), 


erhellt. 


§ 3. Die Newtonsche und die Lagrangesche 
' Interpolationsformel. 


5. In der aus der Definition der Steigungen sofort ersichtlichen 
Formel 
[ao Oe Xp] | (@%-.-%,— a] 
L— Xp XL — Xp 


[emy..- 2%, soe 


konnen wir die zuletzt stehende Steigung in dhnlicher Weise weiter 
zerlegen. Dann ergibt sich 


_ __ [tom -- ©] [ip Vy ++», —4] aia [© %p ++ -X_—9] 
t— kp (© — &p) (@ — &__3) (@ — Xn) (@ — Lp 4) ; 


§ 3. Die Newtonsche und die Lagrangesche Interpolationsformel. iwi 


Setzen wir dieses Verfahren fort, so bekommen wir schlieBlich 


[Boy + Fn] I [wp @, -- En —1] je [ao w,] 
cca v— Xp, (x— Tn) (%— en — we (%@—p) (@—Ap_,)-+-(@—2,) 
she [a9] | f (2) 
(@— a, \(@—2,2,)-- (2% = %) (© — Wp) (© — Xn —4) ++* (B— My)’ 
also 
22) f@)= Di [eye ---2,](@ — %)(@ —2,)---@ —2,_,) 
s=0 


+ [ax,...%,|(¢@ — vy) (x — 2,)--*(@— a). 


Dies ist die allgemeine Newtonsche Interpolationsformel*) (Newton [1,2,3]). 
Ihrer ganzen Herleitung entsprechend ist sie zunachst eine reine Iden- 
titat, durch welche das Problem, den Wert der Funktion f(a) an einer 
beliebigen Stelle « zu bestimmen, wenn ihr Wert an (m- 1) Inter- 
polationsstellen 2», 2,,...,, bekannt ist, auf die Ermittlung der Stei- 
gung [a,...x,] zuriickgefiihrt wird. Nun zeigt sich aber in vielen 
Fallen, daf8 das an den Interpolationsstellen verschwindende Restglied 


(23) Rati = [€%q---%,)(@ — Go) (% — a) "(as 2, ) 


fiir alle a eines gewissen Intervalles bei passend gewahltem m nur 
einen kleinen Wert hat. Dann konnen wir das im ersten Gliede rechts 
in (22) auftretende Polynom n-ten Grades 


(24) ie (a) = See | (& — 2%) (x aes We (% a 4) 


welches an den Interpolationsstellen mit f(w) tbereinstimmt, als eine 
Naherungsfunktion fiir f(w) ansehen und mit seiner Hilfe den Funktions- 
wert im Punkte 2 angenahert berechnen. Hierin legt die Bedeutung 
der Newtonschen Formel fiir die Interpolationsrechnung (vgl. auch 
Kap. 8, § 2). 

Vermége des Ausdruckes (20) laBt sich das Restglied (23) als 
Verhaltnis zweier Determinanten in der Gestalt 


2 ) 
1 % Xo... xo f (%o) { 2 n 
2 xe Ho ---.XoO 
1 Ly Wg ase, f(#;) 1 ° 2 n 
wv Moat c 4 0) 
2 1 il i 
(25) Rove ss i 
1 se in Ln, f(@_) 2 n 
2 n en Ln vn Lp 
eeeec eign 0) 


1) Das erste Glied der Summe rechts bedeutet [a | =f (x). 
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schreiben. Fiir das Naherungspolynom f*(#) gewinnen wir dann 


15%) eo eran ian) Mee cys: 

a Ocr. 0 

ng ove rappers le) : anes . 

f*(e) = — Ma oe |: 1 U1 +t 
1 er ae) 


ee Pe sacs OO ue 


und mit Hilfe bekannter Determinantensatze ist leicht zu bestatigen, 
daB& dieses Polynom m-ten Grades fiir =a, a,,.--,%, mit f(a) uber- 
einstimmt. Der letzte Ausdruck ergibt sich tibrigens unmittelbar, wenn 
wir fiir f*(x) ein Polynom n-ten Grades 


f* (zw) = A, + A,e¢+---+ 4,2" 


ansetzen und zur Bestimmung der Koeffizienten A,, A,,..., A, die 
(1 -+-1) linearen Gleichungen 


A,+4,%,+<:+4,20/=fG@, (siez.05. bheeuyen) 


bentitzen. Auf diese Weise erkennt man insbesondere, daB die Funk- 
tion f(x), wenn sie selbst ein Polynom m-ten Grades ist, mit dem 
Naherungspolynom f*(a) nicht nur an den Interpolationsstellen, son- 
dern durchweg wubereinstimmen mu, eine Tatsache; die von neuem 
zeigt, da fiir ein Polynom n-ten Grades alle (m + 1)-ten und hoheren 
Steigungen verschwinden. 

Wenn umgekehrt die (m -+ 1)-te Steigung einer Funktion Null ist, 
so verschwinden auch alle Steigungen hoherer Ordnung, und die 
Funktion reduziert sich auf ein Polynom héchstens m-ten Grades. Man 
hat somit in der Bildung der Steigungen ein Mittel, zu entscheiden, 
ob eine vorgelegte Funktion ein Polynom ist oder nicht, ohne auf 
die Ableitungen zurtickgreifen zu miissen. Die notwendige und _ hin- 
reichende Bedingung dafiir, da eine Funktion ein Polynom ist, be- 
steht darin, da es eine positive ganze Zahl n derart gibt, daf die 
Steigung m-ter Ordnung gleich Null ist. 

Lediglich eine andere Schreibweise der Newtonschen Formel ist 
die Lagrangesche Interpolationsformel (Lagrange [7, 8]). Setzen wir 


(@ — x) (@ 4% 1) Bias (x os ihe) B= AC ale 
so nimmt die Beziehung 
: i ae f (a) if (ea) 
LP fo% el = Graeme) ena) + ae a) eam) | 


| ié (Xn) 


(%n—x) (Gn — a) eh (= Fn) 
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die Form 
f (2) f (2) f (xs) 
DGG AO eens Ho | OS Eas eer 1 | 
ie ce aR (ag eae) | (el ala EN a 
(tr) 
G2) y" (€n 
an, die unmittelbar die Lagrangesche Interpolationsformel 


Wl (@s) &— ay 


(26) f(a) = SEO) YO 4 (eae, ... 2) v(@) 
sO 


mit dem schon in der Newtonschen Formel auftretenden Restglied 
liefert. Man bekommt die Lagrangesche Formel iibrigens auch, wenn 
man in (25) die Determinante im Zahler rechts nach den Elementen 
der letzten Spalte entwickelt. 


6. Unter der Voraussetzung, daB die Punkte x,, x,,. 
lich auf der reellen Achse liegen und dai f(x) eine reelle Funktion 


i+, %, samit- 


der reellen Verdnderlichen 2 ist, die, unter 5 die groBte, unter } 
Gices kKleimste) der ~Zahlen a), %,,..-..2, versianden, im-*‘Intervall 
b<«<b eine endliche’ Ableitung n-ter Ordnung besitzt, konnen 
wir einen bequemen Ausdruck fiir die n-te Steigung [x a,...2,] 
herleiten. Da die Funktion f(a) — f*(x) fiir b<«a<b wenigstens 
(1+ 1) Nullstellen hat, mu8 nach dem Satz von Rolle das In- 
tervall b <a <b wenigstens eine Nullstelle € der n-ten Ableitung 
f(x) — f*™ («) enthalten. Die n-te Ableitung von f*() hat den 
Wert Wha, Pp. ¢.|. daher: gilt 

; be. f™ () = 

(27) Cp thoptceetn: a ee MOR eee til 


n! 


Es ist also die m-te Steigung gleich dem durch m! dividierten Werte 
der n-ten Ableitung an einer Zwischenstelle. Insbesondere wird, wenn 
dies bunkte2,.@,,-..,%, nach x, riicken und die n-te Ableitung im 
Punkte 2, stetig*) ist, Bi 
f*" o) 

(28) [ao x, eee el —> ie . 
Man ersieht hieraus, da man eine direkte Definition der n-ten Ab- 
leitung aufstellen kann, namlich als Produkt des Grenzwertes der m-ten 
Steigung mit n!. 

Fiir Adquidistante Punkte 2,,a,,...,2, entspringt aus (27) die 


Formel 
eaEéaertnow tur o>; 


k __ pl) (z 
(29) SO Al (é), atno<E<-2@ suns (a) < (0), 


1) Eine entsprechende Gleichung lift sich auch beweisen, ohne die 
Stetigkeit der Ableitung vorauszusetzen, vgl. Stieltjes [2] und Fréchet (ile 
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Sie ermoglicht, die mn-te Differenz durch den Wert der m-ten Ab- 
leiting an einer Zwischenstelle auszudriicken; die umgekehrte Auf 
gabe, Differentialquotienten durch Differenzen darzustellen, werden wir 
in Kapitel 8, § 7 losen. 

Fiir eine Differenz mit beliebigen reellen Spannen w,, @,,..-., @, 
laBt sich eine zu (27) analoge Formel angeben. Mit Hilfe der aus 
der Definition der Differenz unmittelbar entflieBenden Gleichung 

» 1 1 
BO MS eee Na A Cote 3 aaa ae 


OL On 0 


erhalten wir 


n 
(31) A f@=f%@4+4,o,+---+¢6,0,), 0<8,<1, 
wobei vorausgesetzt ist, daB f(x) fiir die in Betracht kommenden 
Werte von x eine stetige Ableitung n-ter Ordnung besitzt. 
Aus (27) koénnen wir schlieBen, daB die im Restgliede der New- 
tonschen Formel auftretende Steigung den Wert 


fern (2) 


na (wal? Bz oR, 


[2 ay 2, soutien 


hat, wobei B die groBte, B die kleinste unter den Zahlen HCPC errs Zi 
und « bedeutet und f(«) als (1+ 1)-mal differenzierbar im Intervall 


B<«x<B vorausgesetzt ist, und dafi also das Restglied selbst 


‘ _ @=—%)@—%) =" (Hen) ptr) po ea 
(32) Rwwu= @ +i)! fo (2), B <4 = Bb 
wird, Solange sich 2 im Interpolationsintervall 6 <a«<b bewegt, 
gilt sogar 


(33) ae, = oom) ee eae Pe (é) ) d Can 


Dann kann also eine von 2 freie, fiir alle x inba<a<b gultige 
obere Schranke fur den Betrag des Restes gefunden werden. Die 
Gleichung (33) ist zuerst von Cauchy [ro] und spater von Genocchi 
[6, 7, 8], Stieltjes [1] und Schwarz [1] bewiesen worden. Rticken 
%,,%g,---,%, nach aw, so entsteht aus der Newtonschen Formel nach 
(28) und (32) die Taylorsche Formel mit dem Lagrangeschen Restglied 


fnrt) (Z) 


M (8) 
(34) t@)= SPO @ — a) + @ —a tO 
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- Besonders wichtig ist fiir die allgemeine Newtonsche Formel der 
Fall aquidistanter Interpolationsstellen. Sei etwa 


= —= ! 
=a, Uy=—a+o, ~1=—a+2ao,..., 


so bekommt man in 


(85) F@) = S75, 4 1(@)-(@—a)-(@—a—0) + (@— a (81) ©) + Ryay 
s=0 e 

mit 

=e (x — a)(w—a—@)--- (@—a—na) 


(36) Res (n +1)! 


fe ANE SESE feo ey 


die friher angekiindigte Verallgemeinerung der Formel (7), die sich 
fir ow = 1 in der einfachen Gestalt 


Cy Sy AOC. VEC Hite) 9 Bees, 
s=0 


schreiben laBt und die wir die Newtonsche Formel schlechthin nennen 
wollen. Mit ihrer Hilfe konnen wir z. B. in sehr tbersichtlicher Weise 
die Differenz eines Polynoms m-ten Grades 

Nr 


PG) = Dyce ae 
s=0 
bilden. Bringen wir namlich P(«) in die Gestalt 
m $ eye 
(38) Pig Pa. As 
s=0 
so erhalten wir unter Beachtung der Beziehung (9) 


m 
8 

(39) A P(e) = SA P(a) sy | 

s=1 

Wenn in der allgemeinen Newtonschen Formel (22) die Zahlen 

Zo, %4,%,-.. i gewisser Weise gewahlt werden, ergeben sich Inter- 
polationsformeln, die den Namen Gauf’, Stirlings und Bessels 
tragen. Da wir jedoch in Kapitel 8 ausfuhrlich auf sie zurickkommen 
werden, wollen wir sie hier nicht angeben. 


7. Fiir komplexe Veranderliche ist der in 6. gegebene Beweis 
der Gleichung (27) nicht anwendbar, weil dann der Rollesche Satz 
nicht mehr giiltig ist. Durch eine andere SchluBweise kann man 
aber leicht zu einem ahnlichen Ergebnis gelangen. Es seien x, 2,,..., 2, 
beliebige komplexe Zahlen und f(a) eine analytische Funktion, die im 


1 


& 


. 
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4 


‘Inneren und auf der Berandung des kleinsten konvexen, durch die 


Punkte x, %,,-..,%, aufgespannten Polygons regular ist. Dann er- 


halten wir zunachst 


[¢,2,)= Swe) )t, + t,2,)dt,, 


1 oh 
[292425] = fat, frr((t — #,) ay + (ty — ty) ay + ty ty) dt, 


und durch den Schlu8 von nm auf (m+ 1) leitet man nachher allgemein 


a 


tn—1 


i 1 ey 
(40) [x 2, -..«,] = J at, Jat, os Lee — t)% + (t, — fy)", °° 
0 fn) 0 
Se (es pas t,) Un-1 a bn z,,) at, 


her. Diese Formel, welche von Hermite [1] herrthrt, kann, wie Ge- 
nocchi. [7] bemerkt hat*), auch folgendermaBen geschrieben werden: 


[py %, -- SSA) Ariss t (fo % +t, a ae sia @,,) dt, dt, +++ dt, 


wobei die Integration iiber alle der Bedingung ¢,-++7¢,-++ ++. +¢,=1 
unterworfenen ¢;>0 lauft. Aus (40) schlieBt man nach dem Vor- 
gange von Jensen [4] unter Verwendung des Darbouxschen Mittel- 


wertsatzes, daB 
tn 


(41) [tox 1s he Xo sii a, wv, Pits ae @,) far J im Jat, 
0 
a n! ie (I Xo a, vy i ra es n a,,) 


ist, wobei 4 eine komplexe Zahl vom absoluten Betrage <1 bedeutet 
und #, 3,,---, 0, positive, der Relation #,4+0,+---1+0,=1 
gentigende Zahlen sind. Es ist also #)2,+0,2,-+---+0,m, ein 
Punkt, welcher im Innern des obengenannten konvexen Regularitats- 
polygons von f(x) liegt, 

Unter Benutzung dieser Formeln ergibt sich fiir das Restglied 
der Newtonschen Formel, solange 2 im Inneren oder auf dem Rande 
des Regularitatspolygons liegt, der Ausdruck 


(% — 2%») (@— ELE — &p) n 
(42) RO ae) aa aie ne te (Doty 4-2 Ut Ona 2), 


wobel 


By Oe Oat On 


ist. 


*) Genocchi [4,6] hat auch noch eine andere, ahnliche Integraldarstellung 
fiir [w)av,...2,] angegeben. 


Zweites Kapitel. 
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Die Bernoullischen und Eulerschen 
Polynome. 


§ 1. Die Bernoullischen Zahlen und Polynome. 


8. Das wichtigste und zugleich schwierigste Problem der Diffe- 
renzenrechnung ist die Frage nach der ,Summe“ einer gegebenen 
Funktion g(x), d.h. die Auflosung der Differenzengleichung 
(1) f(z + 1) — f(@) = 9). 

Offenbar stellt die Ermittlung der Funktion f(a) die Umkehrung der 
Differenzenbildung dar und entspricht, wenn man die Differenzenbildung 
zur Differentiation in Parallele setzt, der Integration. Sie ist mit eigen- 
tumlichen, spater noch genauer zu besprechenden Schwierigkeiten ver- 
kntpft. Wir wollen mit einem sehr einfachen Falle beginnen, der sich 


ganz elementar erledigen JaBt. Es soll namlich m(a) ein Polynom 
m-ten Grades 


(2) (2) = Dax" 


sein. Dann gibt es eine Lésung f(a) der Gleichung (1), die ebenfalls 
ein Polynom ist. Dies laBt sich sofort aus den Formeln (38) und (39) 
des letzten Kapitels entnehmen. Bringen wir namlich p(x) mit Hilfe 
der Newtonschen Interpolationsformel in die Gestalt 


eine Losung f(a), welche ein Polynom (m -—- 1)-ten Grades ist. Nach 
Belieben darf man ihm noch eine willkirliche Konstante hinzufiigen. 


Nérlund, Differenzenrechnung. 2 
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Man kann aber auch einen anderen Weg einschlagen, indem man 
zunachst die Lésungen der Gleichung 


eS) f(@ +4) — f(x) = var, y=1, 2,..:, 


studiert [31] und dann aus ihnen die Lésung der allgemeinen Glei- 
chung (1), in der g(x) ein Polynom (2) ist, durch lineare Kombination 
aufbaut. Um die Polynomlésungen der Gleichung (3) eindeutig fest- 
zulegen, wollen wir ihre Anfangswerte an der Stelle 2 = 0 vorschreiben. 
Dazuerklaren “wir” Zahlen” B,, B,;, Bg; -- = Oo.eere die Bernoullischen 


Zahlen, durch die Gleichungen 


v 


(4) Bee, SB aby) Pe ed ee 


s=0 
Offenbar sind alle B, rational; die ersten unter ihnen lauten 


B=1, 8. — 


aL 


1 i 

2 6 
eae = oe. 
B=—% =0, B= 


Diejenige Polynomlosung von (3), welche fir =O gleich B,, ist, 
bezeichnen wir als Bernoullisches Polynom y-ten Grades B,(x). Es 
ist also 


(5) DS By @le== vane’ BO) By. 


Wie bekannt, spielen die Bernoullischen Zahlen und Polynome, 
welche fur viele unserer spateren Betrachtungen von grundlegender 
Bedeutung sind, bei zahlreichen Fragen der Analysis eine wichtige 
Rolle. Sie sind deshalb auch im Laufe der Zeit, wie ein Blick in die 
reiche hierher gehorige Literatur lehrt, in sehr verschiedenartiger Weise 
definiert und naher untersucht worden. Auf dem natiirlichsten und 
einfachsten Wege aber ergeben sich ihre Eigenschaften, wenn man 
sich auf den Standpunkt der Differenzenrechnung stellt, also, wie wir 
es eben getan haben, die Bernoullischen Polynome als Polynomlésungen 
der Differenzengleichung (5) und die Bernoullischen Zahlen als ihre 
Anfangswerte erklart. Zudem sind viele dieser Eigenschaften, wie wir 
spater sehen werden, nur Sonderfalle allgemeiner Tatsachen, welche 
sich bei tieferen Problemen der Differenzenrechnung vorfinden. 


Mit Hilfe der Methode der unbestimmten Koeffizienten gewinnt 


man aus der Differenzengleichung (5) fiir das Bernoullische Polynom 
B, («) leicht die Entwicklung 


(6) B, (a) = aS B, «8, 
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aus der zunachst die Differentiationsformeln 


dB, (x) 
me ee a) y=1, PAY ee 


(7) qd? xu 
2!) = yy — De pl) By ole ph tae. 


und nachher durch Anwendung des Taylorschen Satzes die allgemeine 
Beziehung 


(8) («@+h)= S()ee bel 


hervorgehen. Setzt man in (8) insbesondere h=1, so erhalt man 
unter Beriicksichtigung von (5) die Rekursionsformel 


vy-1 


(9) Sue, 


s=0 

mit deren Hilfe man z. B. nacheinander 
B@=1,  B@=#—b  Bile—at—e th, 
B, (x) =a (@ — 1) (@ — §), B, (a) =a* — 223 +271 
B, (x)= («—1)(e—})(e?~2—}) 

findet. 


Aus den Differentiationsformeln (7) konnen wir fir beliebiges « 
und y die Relation 


y 
: _ By+i(y) — Br41 (2) 
(10) fB, (z) dz et ? 

a 
also insbesondere flr y=a-+ 1 

G+L ( ) ( 

By+1(@ +1)—Br4i1(@ 5 

(11) ; [B,@)az— est —=£ 


ablesen. Gibt man fiir y > 0 der Verdnderlichen a nacheinander die 
Werte 0, 1, 2,..., » —1 und addiert man die entsprechenden Glei- 
chungen, so folgt 


v v By f — By 
dagen ame (ga) =| B,()dz= Ha Or 


Es lassen sich also die Summen der Potenzen der naturlichen 
Zahlen mit positiven ganzzahligen Exponenten explizit mit Hilfe der 
Bernoullischen Polynome ausdriicken. Diese Eigenschaft hat zuerst 
die Aufmerksamkeit von Jakob Bernoulli [1,2] auf die Polynome 


B,(a) gelenkt. 
9x 
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9. Viele der bisherigen Beziehungen nehmen eine besonders ein- 
fache und iibersichtliche Gestalt an, wenn man sie in symbolischer 
Form schreibt. Z.B. geben wir der Gleichung (4) die Gestalt 


(4*) (B+1"—B’=0, v=—2,3,..., 

indem wir verabreden, das man nach Potenzen von B entwickeln und 
nachher B* durch B, ersetzen soll. Fiir y=1 ist die Relation (4*) 
nicht mehr giiltig. Dann wird vielmehr 


(4% (B+1) —B=1. 


Bedeutet g(a) ein beliebiges Polynom in a, so bestehen also die 
symbolischen Beziehungen 


P(B Pl), SP (By pao), 
(12) pe +B+1)—9(@+B)=¢'(). 
Die Differenzengleichung 
(13) A f(#) = ¢' (2), 


in der p(x) ein gegebenes Polynom m-ten Grades ist, besitzt also die 
Losung 


(14) £@) =P +B) = S130 @); 
s=0 
insbesondere wird fiir w(x) = xv” in Ubereinstimmung mit (6) und (8) 
(6*) B, (x) = (@ + BY, 
(8*) B,(e-+h)=(2-+B+hy. 


Hieraus konnen wir fur die Losung (14) der Gleichung (13) die Ent- 
wicklung 


(15) f@+h)=op(x+B+h)=y(e+(B+h) 
=p(e+ Bi) = 324 go) 


herleiten, auf der letzten Endes alle Anwendungen der Bernoullischen 
Polynome in der Theorie der Differenzengleichungen beruhen. Durch 
Differenzenbildung entnimmt man aus (15) die beriihmte Euler-Maclau- 
vinsche Summenformel (Euler (2, 5, 10, 28], Maclaurin {r, 2)) 

m1, ‘n) 

ee ey 8 s( 8 

(15*) op (a@+hy= S78) /p 9 (ay, 

s=0 


freilich zunachst nur fiir Polynome. Die Gleichung (12) kann jetzt auch 
in die Gestalt 


(12*) y (B () + 1) — »(B(@)) = o' (a) 


§ 1. Die Bernoullischen Zahlen und Polynome. Pil 


gebracht werden, welche eine Menge von Rekursionsformeln fiir die 
Bernoullischen Polynome und Zahlen liefert; z. B. entsteht fiir @ (~) = x” 
die Rekursionsformel (9) in der symbolischen Form 


(97) (B (a) + 1) — (B (a)! = var! 
und hieraus fir «=O, »y >1 die Rekursionsformel (4*). 
10. Die Gleichung 


f(x + 1)— fle) = + 1a” 


hat neben B,+,(«) noch die andere Lésung (— 1)’** B,4,(1—2), 
die sich von der ersten nur um eine additive Konstante unterscheiden 
kann. Durch Differentiation gelangt man hiernach wegen (7) zu einem 
Satze, welchen wir den Ergdnzungssatz der Bernoullischen Polynome 
nennen wollen und welcher durch die Gleichung 


(16) BL (i —2)==(— 1) By). 


ausgedriickt wird; er gibt eine Beziehung zwischen den Werten des 
Bernoullischen Polynoms B,(x) an zwei Stellen x und 1 — a, die sich 
zu 1 erganzen, also symmetrisch zum Punkte «= gelegen sind. 
Wenn man in den Gleichungen (5) und (16) 2 = 0 eintragt, so lehren 
die entstehenden Relationen 


Bl) =n Ve ibs 
Bj t—— 1) BY = 0 


daB alle Bernoullischen Zahlen mit ungeradem Index grofBer als 1 
verschwinden und daf 


56 [sats SO take (eto ke), 

( ) Ban (1) = Boy, (0) = Boy (i= Opies e.5) 

gilt. 

Die Gleichung 
(e+ 5) — fa) =r 
m—1 
D : AC Ss 

hat fiir positives ganzes m die beiden Losungen oe (x =. = und 

s=0 


m'\-” B, (ma). Durch Integration erschlieBt man hieraus unter Heran- 
ziehung von (11) das Multiplikationstheorem der Bernoullischen Polynome 

m—1 

s 

(18) By gala in * D> 8, (2 + =) , 

s=0 
das natiirlich fiir m—-oo umgekehrt wieder zu (11) fiihrt. Das Multi 
plikationstheorem zeigt, daB sich der Wert des Bernoullischen Poly- 
noms B,(a) an der durch Multiplikation mit m entstehenden Stelle mx 
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linear aufbauen l48t aus den Werten in den m Aquidistanten Punkten 
x, e+ a ee iy ea auf welche man bei Teilung der zur reellen 
m m 


Achse parallelen Strecke von « nach x-+1 in m gleiche Teile stoBt. 
Fir «=O folgt aus dem Multiplikationstheorem 


5/8, (5) = — (1 pena) Be 


Aus dieser Beziehung ergeben sich unter Benutzung des Erganzungs- 
satzes (16) fiir m= 2, 3,4, 6 nacheinander die Zahlenwerte 


(19) B,(5 aii € <a Me thy By soos 
gv—1/ 
uy, (3) =B, @ i: th (1 re =i) a y gerade, 
e (S == By (3) aay, (1 ae 53) =e y gerade, 
ace @ “fF se o oa e on =i) (1 am =i} a y gerade. 


In (19) verschwindet bei ungeradem y die rechte Seite. Hiernach 
und nach (17) besitzt also das Bernoullische Polynom B, (2) bei un- 
geradem » > 3 die drei Nullstellen « =0, = und x=1. Diese 
sind die einzigen Nullstellen im Intervall O<% <1. Durch vollstan- 


dige Induktion kann man namlich zeigen, dah 


(20) (— Ly leyosee Gy) SS) moar (0) ze ep = 4, 


also nach dem Erganzungssatze 
(1) Baye) 20 10 fir eee eet 


gilt. Fur B, (x) =2x — } trifft die Gleichung (20) offenbar zu, und wenn 
sie flr eimen gewissen Wert von y richtig ist, kann jedenfalls das 


Polynom (— ee Boy41(x), das fir «=O und # = verschwindet, 
im Intervall 0 <— 4 = $ sein Zeichen nicht wechseln. Denn sonst miiBte 


in 0 <x <# seine erste Ableitung mindestens zwei, seine zweite Ab- 


leitung und demnach (— 1)” By,_; (2) mindestens eine Nullstelle haben 
im Widerspruch zu (20). Nun erhalt man aus (20) durch Integration 


(21) (— 1)" (Bs, (z)— Bs,)>0 fir Ocr< 


2 


bole 


ferner hieraus nach dem Erganzungssatze 


(= 1)" (Bo, (x) — Bay) ea ee $ LOM) ZO 
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Zwischen x =O und & == 5 liegt sicher eine Nullstelle der Ableitung 
von Bs,41(x), also von By,(x), was nach (21) zu 


(22) (—1)""B,,>0 (» > 0) 


fiihrt. Fiir positive, geniigend kleine x hat (— 1)’**Bs,41(x) das 
Zeichen seiner Ableitung, also yon (— 1)’**By,(x) oder auch von 
(1) Bs. Weézen (22) ist demnach 


(— De Boy+4 (a) = @ sire © Ui oe 


womit der angekiindigte Satz bewiesen ist. Die wichtige Gleichung (22) 
lehrt, da®B die Bernoullischen Zahlen mit geradem_ positiven Index von 


~(B,(X)-B,) 
0) Ly: of 
2 
hig?) 
Fig. 1. 
-U" Boy-7) (-1)" (Boy (2)- By) 
ar ERP W re 
0 4 
z ‘ a z i 
Fig. 3. Fig. 4. 


Null verschieden sind und abwechselnde Vorzeichen haben. Am an- 
schaulichsten lassen sich die soeben durchgefiihrten Uberlegungen an 
Hand der vorstehenden Figuren 1, 2, 3 und 4 tbersehen. 


§ 2. Die Eulerschen Zahlen und Polynome. 


11. Mit den Bernoullischen Polynomen stehen gewisse andere 
Polynome in engem Zusammenhang, die man deshalb zweckmahig 
gleichzeitig mit jenen betrachtet. Sie werden als Lésungen der 


Gleichung 


(23) = pea) zee av 


definiert [31], wobei y eine positive ganze Zahl bedeutet. Offenbar 
gibt es ein und nur ein Polynom y-ten Grades £,(x), das dieser Glei- 


94 Zweites Kapitel. Die Bernoullischen und Eulerschen Polynome. 


chung geniigt und das wir als Eulersches Polynom bezeichnen wollen. 
Es ist also 


(24) VAP: 


Zwar lassen sich, wie man aus der leicht zu bestatigenden Relation 


(25) Eyan (a) se = 1B, (x) — 2"B, (5)} 


v \ 


caged cml ee @) 
~£(0.¢£)—2,()} 

ersieht, die Eulerschen Polynome auf die Bernoullischen zuriickfuhren; 
es ist jedoch, wie sich bald zeigen wird, angebracht, ihnen eine selb- 
standige Stellung einzuraumen. Aus der Gleichung (24) findet man 


wegen der eindeutigen Bestimmtheit der Polynomldsung durch Differen- 
tiation 


aE we 
— == Pi at (a), 
also nebenbei 
y 


x 
Die Anwendung. des Taylorschen Satzes fiihrt nachher zu 


a 


(26) E,(e +h) = ))(7\ h E,.(@)- 
s=0 
Die hieraus fiir h = 1 entspringende Rekursionsformel 
(27) Due EE Ace) ie Es (Oe) ne 
s=0 


liefert z. B. nacheinander 
lee E, («)=«—43, E, (w) =x (x — 1), 
\=(@—De*—e—¥, By (a) =2(@—1)(e*— 2-2), 
E,, (%) = (a — 4) (a4 — 20% — 2? +2241), 
)= «(a — 1) (at — 2x3 — Qn? + 3a 4 38). 


Auch die Eulerschen Polynome haben einen Erganzungssatz, ferner 
zwet Multiplikationstheoreme. Es wird namlich 


(28) E, (1 — #) = (— 1)" E, (2) 

und 
m= 

(29) Ey ae) — eM (— 1), (2 . =) : m ungerade, 
s=0 
ate 

; 2m ; 3 & 

(30) EONS se Pit oa 1) Baer (x4 = , m gerade. 


s=0 
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iz. Um emen expliziten Ausdruck fur die Eulerschen Polynome 


angeben zu konnen, erklaren wir die Eulerschen Zahlen E, durch die 
Gleichungen 


v 


(31) 24 apenas Eyy=0, y=, 2,8)... 


s=0 
iol 
oder symbolisch 
pv") Ge aan ee eee 
\ o De= @- 


Wie man unmittelbar erkennt, verschwinden alle Eulerschen Zahlen 
mit ungeradem Index, wahrend die mit geradem Index ungerade ganze 
Zahlen sind. Die ersten unter ihnen haben die Werte 


E,=1, E,=—1, E,=5, E,=—61, E, =1385, 
Ey) = — 50521. 


Bei Einfuhrung dieser Eulerschen Zahlen ergibt sich mit Hilfe der 
Methode der unbestimmten Koeffizienten die Entwicklung 


a c= SOB a" 
insbesondere fur 7 — 
(33) E, es ee 


sodaB bei ungeradem y das Eulersche Polynom £,(x) fir «=4 
verschwindet, in Ubereinstimmung mit (28). Da®B man in (32) gerade 
um die Stelle «= herum entwickelt, erklart sich aus historischen 
Grtinden. 

Bedeutet w(x) ein beliebiges Polynom, so gewinnt man vermoge 


der symbolischen Relation (31*) die Beziehungen 


i Bel ee Ql = he ea. 0(0)> 


=i 
(34) p (a ao) | p(x | 5 = 2 (x), 


sodaB also die Gleichung 
(35) V f(z) = 9), 


in der p(x) ein Polynom m-ten Grades ist, die Losung 


(36) fe=e(et =e) =D ee 9) 
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besitzt. Beispielsweise wird fiir w(x) =a” 


E—1\» 
(32*) E, (2) = (e+254). 
Ersetzt man a durch x-+-h, so gilt allgemeiner 

est y 
(26*) E, (a+ h)=(e+25*+4), 


(87) fei) =9(e@+=5*+h)=o(e+ FP +4) 


= yp (x+ E (h)) =») = yp (a) . 


Durch Mittelwertbildung bekommen wir hieraus in 


(37*) (e+ h)= x PO) 3 gf (x) 


die von Boole {1, 2] fir h=1 angegebene und nach ihm benannte, 
aber schon frither bei Euler [6, ro] auftretende Summenformel"*). 
Die aus (34) unmittelbar herleitbare Beziehung 


(34*) — P(E(®) +1)4+ vE@) =2 9) 
ist die Quelle zahlreicher Rekursionsformeln fir die Eulerschen Poly- 
nome und Zahlen. So wird fur q(x) =” 


(27*) (E (x) +1) + (E@)) = 22” 
und speziell fir «= ~ 


(E + 2)-+ Ev = 2. 
Auch fur die Eulerschen Polynome kann man das Vorzeichen 
im Intervall O<x <1 bestimmen. Es ist 


(1a od Cole Ot trea oes 
fo, 214) == 08 
(<1)? Bey a (0) Ott de ty 
(= Ly Eos (a) = Oe tun Ola nls 
Es, (0) == Be, (1) ==.0 
E2y 


(— 1) Ba, (5) =(-1y 


was durch die Fig. 5, 6, 7, 8 verdeutlicht wird. 


0 


*) Man findet sie auch bei Lacroix [2, 3} und Oettinger [9]. 
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~E 7 (2) 


Fig. 6. 


fed) Expy) 


ime, Tl 


£3 (XZ) 
iy) . 
Zz 4 
Fig. 6. 
G LAS peo) 
0 a 7, 
2 
Fig. 8. 


18. Es empfiehlt sich, auBer den Bernoullischen Zahlen B, und 
den Eulerschen Zahlen £, noch zwei andere, ihnen nahestehende 
Folgen von Zahlen C, und D, einzuftihren. Wir erklaren diese durch 


die Gleichungen 


38 ee Ce eet 
( ) Oar ( ++ 2) sim aot 2, me On 
us EU) 2° Cy, C, = 0 fir » > 0; 
s=0 
. re Var l, 
(39) Doe t ata alia eae lio) y=1, 
a SIS Hen: Pan 


s=0 


o= 


Die C, sind ganze Zahlen, von denen die mit positivem geraden 
Index verschwinden, wahrend die D, rationale, nur fiir gerade Indizes 
yon Null verschiedene Zahlen sind. Beispielsweise erhalt man 


CeesteCe = 1, 
1 
D,=1, De 


= 15° 


(pee) aC tt 1 6 tC 970, 
7 31 127 
Dil aie se 1a? 
2555 
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Ausfiihrliche numerische Angaben tiber die Zahlen C, und D,, 
ebenso wie iiber die Bernoullischen und Eulerschen Zahlen, finden sich 
in den am Schlusse des Buches zusammengestellten Tafeln 1 bis 4. 

Mit Hilfe der Zahlen C, und D, konnen andere Formen fur die 
Lésungen der Gleichungen (13) und (35) angegeben werden. Aus 


Cc Cc’ 
(40) ae eee ) | p (« t +) = 29a), 
D+1 . D—I ' 
(41) p («4 3 ) p («4 ; )=¢'(@) 
erschlieBt man fiir V f(x) = p(x) 
C aCe 
f(a) = p (2 x) ee ae 


insbesondere fiir w(x) =” als Entwicklung des Eulerschen Polynoms 
um den Nullpunkt herum 


also ee 
E,(0) =(— 1" B, (1) =F 
Hingegen wird fiir A f(x) = ¢' (a) 
f(a) = (a 0 fle+s)=92+3)= Yee), 
s=0 st 


speziell fiir q (a) = a” 


s=0 
a BG) == 


Zwischen den Zahlen B,, C,, D, und E, bestehen mannigfaltige 
Beziehungen. So lassen sich vermége der Gleichungen 


D—1)F D+1) 
B,=O=V —(-1yP Sp, =B +1 
C,=(E — 1) =(—1/(£+1)", E,= (C + 1)’, 
die Bernoullischen Zahlen durch die D,, die Eulerschen Zahlen durch 
die C, ausdrucken und umgekehrt. Noch einfacher sind die Formeln 
D, = 2(1 = 27-1)B,, 


C2 7) ay 


yY 


welche z. B, uber die Vorzeichen der C, und D, AufschluB geben. 
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Auch erméglichen die Zahlen C, und D, mehrere interessante An- 
gaben uber gewisse Werte der Bernoullischen und Eulerschen Polynome, 
sowie uber einige bestimmte Integrale. So liefert die Gleichung (25) 


#4 1 
fur = 


1 Dy —v Ey-1 
a ae eae 
insonderheit 
(43*) B i — petet ungerade 

Vv \ 4 4” Es Vv ped 3 

1 Dy il By, - 
(44) 1B. ey = YP => — (4 = si) or ; yp gerade. 
Ferner bekommt man z. B. 

1 2 WN Ge 
(45) | (=) = —E, i = (1 = =) ie y ungerade, 
LX 5 D\EE;, 

46) 2(e)—2(G) =(1+5)55.  * gerade; 

a 

Cy 
(47) fae Ces a 
0 
1 
Cy+1 

47* fe. z)dz = — 
(47) Je ate 


§ 3. Die Euler-Maclaurinsche und die Boolesche 
Summenformel. 

14. Wenn g(x) ein Polynom m-ten Grades bedeutet, so haben 
wir bereits in Gleichung (15*) die Euler-Maclaurinsche Summenformel 
angefiihrt, die man gewohnlich in der Gestalt 

a+ rs 
plz +h) =| (a+ 
y=1 


x 


By (h) 
y! 


L ph (a) 


schreibt. Was wird aus dieser Formel, wenn (x) nicht mehr ein 
Polynom, sondern eine beliebige Funktion ist? 
Es sei B, (x) die periodische Funktion mit der Periode 1, die 
im Intervall 0<«%<1 mit dem Bernoullischen Polynom B, (x) tber- 
einstimmt: 
B,(s)=B,(«) fir O<a<1. 
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Wegen 
B, (1) ie (0) fir y+ 1 


ist die Funktion B, (2) fiir y-+- 1 im Punkte x1 und folglich fur 
alle Werte von a stetig. Aus der Differentiationsformel (7) der 
Bernoullischen Polynome ergibt sich, daB 


Jes = y By—1 (x) fir » > 1 


ist, da also B, (x) stetige Ableitungen der Ordnungen 1, 2,...,¥—2 
hat. Die (y —1)-te Ableitung hingegen ist in den Punkten x= 0, 
+1, +2,... unstetig, weil B, (x) beim Durchgang von a durch eine 
ganze Zahl einen Sprung vom Betrag 1 macht (Fig. 9). 


B(x) 


TS ecos 


Fig. 9. 


Nunmehr sei 0 << h <1, und die Funktion p(z) mége im Inter- 
val «<z<u4-+o eine stetige Ableitung m-ter Ordnung besitzen. 
Dann finden wir durch fortgesetzte Teilintegration aus dem Integral 


1 


(48) Ry == am [Bal m (i= 2) (m) (ce + wz) dz 


0 


unter Beachtung der Tatsache, dai B, (4 — z) im Punkte z = eine 
Sprungstelle aufweist, die Euler-Maclaurinsche Summenformel 


(49) o(#+ho)= ‘fo part 2 By h) A ge-® @) + R,,. 


Angewandt wird sie zumeist in der Weise, da man fiir a nach- 
einander die Werte w,%+q,...,a+ (n — 1) m eintragt und die 


entstehenden Gleichungen addiert, wodurch sich eine Beziehung 
n-1 

zwischen der endlichen Summe »’ gy («+ha-+sq) und dem Integral 
0 


3= 
Ltnw 


i | yp (z)dz ergibt. Doch wollen wir hierauf nicht naher eingehen, da 
x 

wir in Kap. 3, § 4 ahnliche Betrachtungen durchzufiihren haben. Das 

Restglied ist besonders von Poisson [6], Jacobi [3], Malmsten [2], 

Darboux [1], Schendel [1], Sonin [1] und Lindel6f {:, 2, 3] unter- 

sucht worden. 
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Einige einfache Anwendungen beleuchten am besten die Trag- 
weite der Beziehung (49). Setzen wir zunachst 


p (x) = B,, 4, (), Uae a 
und einmal 4 = 0, dann h= 4, so entsteht 


il 


m™ 
Ban ®) = D(7") Beamen-r — (— 1)" SE BG) B, (@ +2) a, 
aS 0 
™m D ao 
ofan (« -f- 5) = J ("5") a cae —(—1)™ eee) Ve (< — a B, («+ 2)dz, 
= 0 


insbesondere fiir x— 0 


(2, (z) B, (z) dz = (— 1)m+t aes Bn aee cies Ouan  2 


m>O0, n>O, 


1 ) min! D 
fa, pee Be (z) dz= (— aly mie 
: ce : iy ote ees m-—+-n gerade. 


Die weitere Annahme q(x) = e® ergibt 


1 


ity m+t (BR Gy 
50 = By hj — { mb) poe dz; 
( ) e 25 ( ) areal m! 


die Bernoullischen Polynome koénnen also auch als Entwicklungs- 


hoo 
koeffizienten der Funktion =o die man deshalb die erzeugende Funk- 
é 


tion der Bernoullischen Polynome nennt, gewonnen werden. 


Wahlt man (a) = cos”, «= — > und h = 1, so bekommt man 
m a 
@ @ ; Y @ 
(51) geen >) =— o(— Ven | Benes eo 


wobei das Restglied 


1 
p —yymri m2mtt B. sf 
(51*) lope iy) a @ at cos (z = = waz 


2 sin > 


De Zweites Kapitel. Die Bernoullischen und Eulerschen Polynome. 


1 A 
wird. Hingegen entspringt fur @ (x) = cosx%, = — > ,A= i die 
Beziehung 

= 2 
a ‘ y 
(52) a cosec@ = 2 (— 1) © x Doparen te 


mit dem Restglied 
1 


2 
(2 Nea: yet Bom (2) 
mao sin w (2m)! 
0 


(52*) R cos2zwdz 


1 
Gy 
wi ele yy ee Bz m+1 (2) 
— sin w (2m-+ 1)! 
0 


sin2 zw dz. 


15. Lassen wir in (50), (51) und (52) m unbegrenzt wachsen, so 
‘konvergieren die Restglieder fiir |w|< 2a gegen Null. Insbesondere 
entflieBt aus (50) fiir h =O die Formel 


(53) o_ = S/< By, lo|<2a 
y=0 


; % eae E 
fur die erzeugende Funktion der Bernoullischen Zahlen. Sie erlaubt, 
einen interessanten zahlentheoretischen Satz von y. Staudt fi, 2]- 
Clausen [4] uber die Nenner der Bernoullischen Zahlen Bo,, » > 0, 
auf einfachem Wege zu beweisen. Durch das Symbol 9, moge der 
Differentialquotient nach @ an der Stelle @—O bezeichnet werden. 
Dann gilt fiir hinreichend kleine | «| 


log (1 —(l—e”)) 
Be, =D, es) Qy 
: SaK pee ®o 1—e” 
= ae 
= 2 ( 
; A=1 i 


Die letzte Summe braucht offenbar nicht bis ins Unendliche, sondern nur 
bis zu dem Werte 1 = 2y-1-1 erstreckt zu werden, weil die héheren 
Glieder fortfallen, wenn man nach der Differentiation @ — 0 setzt. Es 


ist also Aaa 


1 F 
Bam SI Pay — a 


75a 


Wenn erstens 4 eine zusammengesetzte Zahl > 6, etwa A=ab 


mit a > 2,b > 2 ist, liefert das entsprechende Glied eine ganze Zahl 
als Beitrag zur rechtsstehenden Summe. Denn aus 


atb<ab—1=j—1, 
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also 


A= @ be, o> 0), 
id — Coe = (1 wre: ei (1 ifn eo (1 soe Ne 
af Deer = eee = (mod A) : 
Ist zwettens 4 = 4, so erhalt man 
De? (1 ao Gs, — eee (1 ao er es 
ate 3+ 2"% — 32” = 1.— 1. = 0.(mod4); 


auch das Glied mit 4 = 4 gibt also einen ganzzahligen Beitrag. 
Drittens moge 4 eine Primzahl p sein. Dann kann 2y in der Form 


2y = q(p—1)+-7, O<r<p-1 


dargestellt werden. Durch Ausfiithrung der Differentiation unter Heran: 
ziehung des binomischen Satzes gewinnt man nun 


ee a re Eee ae, 


—(?y hart (Pat )ar— s+ (—1p (Bot) @ — 1p 
p,7 (1 — ¢?)p-1 = TURE Reo 0) 
0 ; = 


caer ir ou) or Cee ee 


fur r= 0. 
Da nach dem kleinen Fermatschen Satze fir 1<m< p 
m?-t == 1(modp), 


also 


ist, wird demnach 


Do = e 


Wenn also 2y nicht durch »—1 teilbar ist, ist der Beitrag 
des entsprechenden Gliedes eine ganze Zahl; wenn hingegen p — 1 


0 : 
i (mod p) _ fir 


: 1 San: 
in 2y aufgeht, eine ganze Zahl, vermindert um 7k Damit ist der 


vy. Staudtsche Satz bewiesen, nach dem 


1 
0 Bar =O — SIR 


k 


gilt, wobei Gz, eine ganze Zahl bedeutet und die Summation uber alle 
die Primzahlen, und nur diese, lauft, fur die ,—1 ein Teiler von 
2y ist. Die folgende Zusammenstellung gibt einige Beispiele. 


Norlund, Differenzenrechnung. 3 


° 
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21 Pr By, 

2 2, 8 Se pee 

4 2, 3, 1—i—4-—-} 

6 De Svat 1—34—%-7 

8 25) etter = 

10 Pape nha 1—}-—i-—-3 

12 nS Meera 1—3—i—4-—4-3 
14 . PA es 2—5—j- 


16. Auch die fiir Polynome in der Gestalt (37*) 


E, (h) 


m 
pe ti= S77 oO) 
v=0 


aufgestellte Boolesche Summenformel 1aBt sich auf allgemeinere Funk- 


tionen erweitern. Es sei E, (z) die Funktion, welche der Gleichung 


E, (« +1) = — E, (2) 


gentgt und auBerdem fiir O <a <1 gleich dem Eulerschen Polynom 
E, (a) ist. Aus~den Formeln 


he = 
ae 1D (x) = Da Dye (x) 
E, (1) = — E,(0) fir y >0O 


ersieht man, daB E, (x) fiir » > 0 eine stetige Funktion von zw ist, die 
stetige Ableitungen bis zur (vy — 1)-ten Ordnung aufweist. Fiir die y-te 


Ableitung hingegen sind die Punkteaz=—0, +1, +2,... Sprung: 
stellen, weil B (x) fir 2n<a4<2n-+1 gleich +1 und fir 2n—1 
<a<2n (n eine ganze Zahl) gleich —1 ist. Wenn. wiederum 


O<h<1 und die Funktion m(z) im Intervall e<z<a2+@ mit 
stetigen Ableitungen bis zur m-ten Ordnung ausgestattet ist, erhalten 
wir aus 


i 
60) Ry bom fat 9 gine tae 
0 


durch Teilintegration die allgemeine Boolesche Summenformel 


m—1 


(56) patho) = S72 B,(h) 7 oz) + Ry. 
v=0 o 


Untersuchungen tiber das Restglied finden sich bei Darboux [1], 
Schendel [1], Hermite [5], Stieltjes [5] und Lindel6f{z, 2, 3]. Ersetzt 


h z 
man f# durch = und la8t dann @ nach Null konvergieren, so ergibt 
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sich die Taylorsche Formel mit dem Restglied in der Lagrangeschen 
Gestalt, 


Mit Hilfe der Booleschen Summenformel kann z. B. fiir q(x) = e* 
die erzeugende Funktion der Eulerschen Polynome gewonnen werden: 


ut 


how At irs, m+1 r ms 
(57) = E+ ie 2) oe dz. 
BP Se il vray (iat ‘ 


Die Annahmen g(x)= sina und g(x)=cos~@ liefern folgende 
Reihenentwicklungen fiir tan@ und secq@, in denen die deshalb zu- 
weilen auch als Tangenten- bzw. Sekantenkoeffizienten bezeichneten 
Zahlen C, und £, als Entwicklungskoeffizienten auftreten: 


m—1 
2y41 
58 t — ae a) MRSS OE R 
(58) an w 2, ( ) cay Spied te LN, 


A ie 4)” o2mrt a 3 
58*) VS, es J @m cos(2z— 1)wdz 
- 
(—4)"— 19g?” Pomel Cy aoe e : 
SBI one ig ee 1) w dz; 
0 
m Oy 
73 wi Fe ay 
(59) eg 1) @»i 22 eee 
ek 
(— 42 21 Es m (2) 5 
(59*) Bass ae @ m)i sin 2 mz dz 


51608 2a 2 dz. 


Als 
2 
oe ayer re Fo m+1 ( 
a cos @ see m+) 


Interessant sind auch die fir m (= Baas (x), o=1und h—O 


DZWwee Ai 5 entstehenden Darstellungen der Eulerschen Polynome 


1 


; C, eo al) ee ep 
E,.,(#)= S ag :) ees er i} E,_,(@E,(«#-+2)dz, 
0 


a 


1 


ae ek) = S(t) Stamtns 1 (mtn) j Ei (c unl ea 


y jy 2 (ad) th, 
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die fiir «+0 die bestimmten Integrale 


Mi Cre ed 


(m+n-+1)! gmtn 


Wes (2) E, (2) dz = (—1)"+1 
0 , 


m\n!} Enin+s 


m>0,n>0, 


m+n ungerade, 


iL 

E (c+ 4) E,@dz=(—1P : 
J m \® 2 nk is d (m+n+1)! gmtn+1? 
0 


auszuwerten gestatten. 


Sowohl die Euler-Maclaurinsche wie auch die Boolesche Summen- 
formel konnen mit groBem Nutzen fur Untersuchungen uber Konvergenz 
von Reihen angewandt werden [32, 33, 37,42]. Doch wollen wir hierauf 


nicht naher eingehen. 


Drittes Kapitel. 
Die Summe einer gegebenen Funktion. 


1%. Im vorigen Kapitel haben wir fiir die Differenzengleichung 
(1) F(e + 1) — F(x) = o(a), 


falls die rechtsstehende gegebene Funktion (x) ein Polynom ist, eine 
Losung ermittelt, die ebenfalls ein Polynom und bis auf eine willkiir- 
liche Konstante eindeutig bestimmt ist. Die allgemeinste Lésung be- 
kommen wir dann offenbar, indem wir zu dieser speziellen Losung eine 
willkurliche periodische Funktion a(x) mit der Periode 1, d. h. eine 
Losung der Differenzengleichung 


(a + 1)— a(x) =0, 


hinzufugen. Jede von der in Kapitel 2 gefundenen Polynomlosung 
verschiedene Losung ist also eine transzendente Funktion. Unter allen 
Lésungen nimmt demnach die Polynomlésung eine besondere, durch ein- 
fache funktionentheoretische Etgenschaften charakterisierte Stellung ein. 

Nun ist auch bei beliebigem (a) die Existenz von Lésungen 
der Gleichung (1) sofort ersichtlich. Man braucht ja nur die Funk- 
tion F(x) in einem Streifen von der Breite 1 parallel zur imaginaren 
Achse mit EinschluBi des linken und Ausschluf des rechten Randes ganz 
willkiirlich anzunehmen, dann liefert die Gleichung (1) unmittelbar F (2) 
fiir alle anderen Werte von a. Freilich wird diese Losung im allgemeinen 
nicht analytisch sein, und wir dtirfen von ihrer Betrachtung in funk- 
tionentheoretischer Hinsicht kaum viel Ausbeute erhoffen. Uberhaupt 
bietet die allgemeine Losung der Gleichung (1) wegen der allzu groBen 
Willkiir der in sie’ eingehenden periodischen Funktion nur wenig 
funktionentheoretisches Interesse dar. Fur ein wirklich fruchtbringendes 
Studium der Gleichung (1) mu®B man vielmehr eine andere Frage- 
stellung zugrunde legen. Unter der Annahme, daB @ (a) ein Polynom 
ist, haben wir fiir eine gewisse Losung, namlich die Polynomlosung, 
bereits recht belangreiche Ergebnisse erzielt, und ebenso lehrt die aus 
einer Gleichung von der Gestalt (1) entspringende Gammafunktion 
(vgl. Kap. 5, § 2), daf& es sehr wohl spezielle Losungen von bemerkens- 
werter funktionentheoretischer Natur geben kann. Auch in allgemeineren 
Fallen wird es daher unter gewissen Voraussetzungen tber die gegebene 
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Funktion g(x) lohnend sein, zu versuchen, ob man unter all den un- 
endlich vielen, durch willkiirliche periodische Funktionen unterschie- 
denen Lésungen der Gleichung (1) eine funktionentheoretisch aus- 
gezeichnete Losung, die Hauptlésung, herauszufinden vermag [37]. 
Hierin liegt das wesentlichste Problem der Theorie der Gleichung (1). 
Anders ausgedriickt handelt es sich darum, die Umkehroperation zur 
Differenzenbildung zu definieren, d.h. zu einer vorgelegten Funktion ¢ (a) 
eine Funktion F(x) als Swmme von g(a) derart anzugeben, daB y (a) 
die Differenz von F(a) ist. 


§ 1. Geschichtliche Bemerkungen. 


18. Der erste Ansatz zur Behandlung des soeben umrissenen 
Problems der Summation einer gegebenen Funktion q(x) findet sich in 
den zahlreichen alteren Arbeiten tiber die Euler-Maclaurinsche Summen- 
formel (vgl. Kap. 2, § 3). Plana [1], Abel [1,2] und Cauchy [3] 
wandten sie auf die Gleichung (1) an, drangen aber nur in ganz spe- 
ziellen Fallen bis zu einer Losung vor. Von spateren Untersuchungen 
uber diese Summenformel heben wir besonders diejenigen von 
Malmsten [2] und Lindel6f?*) [1, 2,3] hervor. 

Die erste eingehende Behandlung der Gleichung (1) riihrt von 
Guichard {1] her, der ihr im Jahre 1887 eine grobe Abhandlung 
widmete. Er denkt sich w(x) als analytische Funktion der komplexen 
Veranderlichen x= o- 71, die in einem gewissen Gebiet regular ist, 
und weist nach, dafi dann das Integral 


27 tz 
Ea) -{-2 tae is dz, 


2Q2% 256 
erie ,20ie 


genommen zwischen zwei Punkten A und B der imaginaren Achse, 
eine in einem gewissen Rechteck regulare Loésung der Gleichung (1) 
liefert. Diese Loésung ist jedoch unendlich vieldeutig und hat unendlich 
viele logarithmische Verzweigungspunkte, ein Ubelstand, den man be- 
seitigen kann, wenn g(x) eine ganze Funktion ist, indem man A und 
B auf der imaginaren Achse ins Unendliche riicken 14Bt und gleich- 
zeitig, um die Konvergenz des Integrals zu sichern, unter dem Integral- 
zeichen eine passende ganze Funktion £ (z) einfiihrt. Dann findet man 
eine ganze transzendente Losung von (1), die sich im Streifen 0 <6 < 1 
durch das Integral 


a yp (2) E (x) 
ae al E@(— tea) 


—U™n 


*) Bei Lindeléf [3] findet man auch zahlreiche geschichtliche und biblio- 
grafische Bemerkungen. 


$ 1. Geschichtliche Bemerkungen. 89 


darstellen laGt. Hierbei ist indes die ganze Funktion E (a) noch 
auf unendlich viele Weisen wahlbar, und Guichards Verfahren gibt 
kein Mittel an die Hand, um E(«) so festzulegen, daB man eine 
funktionentheoretisch ausgezeichnete Lésung erhalt. Wenn z. B. ¢ (2) 
ein Polynom ist, so ist die Guichardsche Lésung kein Polynom, sondern 
eine transzendente Funktion *). 

Auf andere Weise gehen Appell [5] und spater A. Hurwitz [1] 
vor. Die Tatsache, daf fiir ganzes rationales (x), 


m 
a (x) ie ne ee 
s=0 


das Polynom 
M+i 


Fe) = 5) "21B,(@) 


s=1 


eine Losung der Gleichung (1) ist, legt nahe, wenn (az) eine ganze 
transzendente Funktion 
ao 
(a= Da,n" 
s=0 


oO 


D382) 


s=1 


ist, die Reihe 


ins Auge zu fassen. im allgemeinen wird diese Reihe nicht konver- 
gieren. Appell entwickelt deshalb das Polynom B,(#) im Intervall 
0 <x <1 in eine Fouriersche Reihe und subtrahiert dann von dieser 
die s ersten Glieder. Wird die so entstehende ganze Funktion mit 
y,(x) bezeichnet, so geniigt die Reihe 

F (x)= >) “= y, (2) 


s=1 


formal der Differenzengleichung (1), weil sich y,(w) vom Bernoullischen 
Polynom B,(«) nur um eine periodische Funktion unterscheidet. Da 
sie, wie Appell und Hurwitz zeigen, zudem in jedem endlichen Ge 
biet gleichmafig konvergiert, stellt sie eine ganze Lésung von (1) 
dar. Aber auch dieser Weg ftihrt im allgemeinen nicht zur Haupt- 
lésung. Wenn z. B. y(x)=e** bei konstantem & ist, so wird die 
okt 

Bie 
weicht von ihr um eine ziemlich verwickelte periodische Funktion ab. 
Hurwitz hat auBerdem noch bewiesen, daB sich zu meromorfem 9 (2) 


immer eine meromorfe Losung von (1) angeben 1aBt. 


Hauptlosung F(x) = - 


die Appell-Hurwitzsche Losung hingegen 


1) Unabhangig von Guichard hat H. Weber [1] die Gleichung (1) studiert 
und einen Teil der Guichardschen Ergebnisse wiedergefunden. 
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Carmichael [4] hat die Ergebnisse Guichards von neuem in 
der Weise hergeleitet, da® er fiir die Losung von (1) eine Potenzreihe 
ansetzt; tragt man diese in die Differenzengleichung ein, so entsteht ein 
unendliches System linearer Gleichungen mit unendlich vielen Un- 
bekannten, welches derart gelést wird, daf die Potenzreihe konvergiert. 


§ 2. Definition der Hauptlésungen. 


19. Es erweist sich als zweckmaBig, in die Gleichung (1) einen 
Parameter einzufthren und sie in der Gestalt 


(2) AF (2) = (2) 
zu schreiben, wobei (A wie ublich die erste Differenz mit der Spanne w 


bedeutet. Wir werden namlich sehen, daB das Problem der Auflosung 
der Gleichung (2) wesentlich ein Problem in zwet Veranderlichen x 
und @ ist, wobei naturgemaB der Grenztibergang w—>0O, d. h. der 
Ubergang von der Differenzengleichung (2) zu einer Differentialgleichung, 
ein besonderes Interesse darbietet. 

Viele der beim Studium der Gleichung (2) auftretenden Tatsachen 
lassen sich am klarsten ubersehen, wenn man, was wir tun wollen, 
gleichzeitig mit ihr die Gleichung 


(3) AEN) 


fiir den ersten Mittelwert untersucht. Bezeichnen wir mit a(x) und 
p(x) Funktionen von a2, die den Gleichungen 


LN aAe) =O, 
V p(z)=0 


Geniige leisten, so erhalt man die allgemeinsten Losungen von (2) und 
(3), wenn man zu einer speziellen Losung eine derartige periodische 
Funktion a(#) bzw. p(x) hinzufiigt. Aus der Menge all dieser unend- 
lich vielen Losungen wollen wir jetzt die Hauptlésung herausheben, 
Dazu schreiben wir die Gleichungen (2) und (3) fir z,x«+o,x+2o, 
..,@-+(m—1)q@ auf und addieren dann je die » aus (2) bzw. (3) 
entspringenden Gleichungen, bei (3) unter Einfiihrung abwechselnder 
Vorzeichen. So ergibt sich 

n—1 

F(x) — Fe +no)=—o 3) p(¢+ so), 
s=0 


Fil 


G («) — (—1)"G(e@+no)=2 S'(—1) o(@+ so). 
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Es liegt nun nahe, hierin den Grenztibergang 1 —>» oo zu versuchen. 
Wenn die beiden dann entstehenden Reihen 


(5) 2 Di (— 1 pe +s) 


konvergieren, was von der besonderen Natur der Funktion » (x) abhangt, 
so geben sie uns offenbar je eine Losung der Gleichungen (2) und (3), 
und diese wollen wir dann die Hauptlésung nennen. Dieser Fall tritt z. B. 
bei der Reihe (5) nach dem Leibnizschen Satze tiber alternierende Reihen 
ein, wenn x eine reelle Veranderliche, @ positiv und g(x) eine positive 
Funktion von g ist, welche fiir wachsendes x niemals zunimmt und der 
Grenze Null zustrebt. In den meisten vorkommenden Fallen divergieren 
freilich die Reihen (4) und (5). Aber auch dann lassen sie sich mit 
grofem Vorteil zur Gewinnung von Losungen der Gleichungen (2) 
und (3) benutzen, und zwar durch Verwendung eines geeigneten 
Summationsverfahrens. Hierzu wollen wir nacheinander verschiedene 
Annahmen iiber x, w und @(a) machen. In diesem Kapitel setzen 
wir voraus, daB x reell und w pfositiv ist; ferner soll w(x) eine reelle 
oder komplexe Funktion von a sein, die fiir x =O stetig und von 
solcher Beschaffenheit ist, daB bei geeigneter Wahl einer Funktion 


(6) De TLE NYS peeing = On 
bei festem und q fir jeden festen positiven Wert von 7 die Relation 


lim @(a) e7?*@) == 0 

i> wo 
statthat. Zunachst beschaftigen wir uns mit der Gleichung (3) und der 
Reihe (5). Unter unseren Voraussetzungen konvergiert die Reihe 


(7) G(a|@; 7) = 2 ye 1) p (a + s@) e274 @+s0) 
0 


S= 


fur jeden positiven Wert von 7 gleichmaBig in x. Sie stellt also eine 
fiir x > 0 stetige Funktion von w dar. Nun sei B eine beliebige Zahl 
groBer | als 6. Wenn die Funktion G(a|«; 4) fiir zu Null absinkendes 
y nach einem Grenzwert strebt, und zwar gleichmafig im Intervall 
b<a2< B — wir werden zeigen, daB dies unter gewissen Annahmen 
iiber die Funktion p(x) tatsachlich der Fall ist —, dann wollen wir 
diesen Grenzwert die Wechselsumme der Funktion yp (x) nennen und 
mit dem Symbol 
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(8) S07 @) Ve = G(x] @) = limG (| 057) 


4—>0 


= lm 2 S( — 1) pla + s@)e- nh (e+8 00) 


> Oe == 0) 


bezeichnen, die Funktion w(x) selbst aber wechselsummierbay nennen. 
Wenn die Reihe (5) konvergiert, stimmt der Grenzwert (8) mit ihrer 
Summe uberein. 

Durch den soeben auseinandergesetzten Algorithmus wird eine 
Lésung G(a|q@) der Gleichung (3) definiert, die fir x >b und alle 
positiven qw stetig ist; denn aus der offenkundig richtigen Gleichung 


VT G(e |; 9) = pla)em@ 
folgt ja durch den Grenztibergang 7—>0 sofort 
V G(e|@) = (2). 


Diese Losung G(x|qm) gerade ist es nun, die wir die Hauptlésung 
der Gleichung (3) nennen und eingehend studieren wollen. 


20. Um die Hauptlésung der Gleichung (2) zu definieren, gehen 
wir in ahnlicher Weise. vor. Auch die Reihe 


ao 
=) >» ole — so) ens (@+8o) 
s=0 


konvergiert unter unseren Annahmen iber g(a) fur alle positiven 7; 
sie nahert sich aber, wenn y nach Null abnimmt, im allgemeinen 
keinem Grenzwerte. Um dennoch eine Lésung zu erhalten, miissen 
wir zu ihr eine GroBe hinzufiigen, die sich fir sehr kleine positive 
7 nahezu in derselben Weise wie die Reihe selbst verhalt und auBer- 
dem von a und m unabhangig ist. Dies trifft bei dem Integral 


J v(2) e748 dz 
a 


zu. Wir betrachten daher den Ausdruck 


io} 


(9) @ | OM; n) = = f v(z) —nh. ®q dz a DP (x +- S@) e274 (G+so) | 
a 


s=0 


wobei a eine beliebige Zahl gréBer als b ist. Wie ohne weiteres er- 
sichtlich, gentigt F(x|; 7) der Differenzengleichung 


(10) AF (e| 3; 9) = peje 9? @ 
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Wenn nun 7 nach Null strebt, so nahern sich im allgemeinen 
zwar weder das Integral noch die Reihe einzeln einem Grenzwerte 
wohl aber gelingt unter passenden Annahmen iiber die Natur von 
g(x) der Nachweis, daB der aus beiden zusammengesetzte Ausdruck 
F(a|w;n) fir b<2<B gleichmafig gegen einen Grenzwert, die 
Summe 


(11) Se@Az=F(e|o)=lim F(e|o; 7) 
a o n>0 


= lim id 2 (z) e-14(2) dz — o>, yp (2 + sw) en (e+se) | 
i s=0 J 


»>0 
der Funktion (x), konvergiert. Wesentlich ist hierbei, dafs man auf 


das Integral J p(zdz und die Reihe Soy(e ++ sq@) dasselbe Summa- 
a s=0 


tionsverfahren anwendet. Falls der Grenzwert (11) existiert, nennen 
_ wir die Funktion p(a) swmmierbar. Die Ausdriicke Summe und 
summierbar benutzen wir auch, wenn wir sowohl F(x|q) als auch 
G(x|w) im Auge haben. Wie der Grenziibergang »—-+0 in der 
Gleichung (10) erkennen lat, ist F(a|q@) eine Lésung der Gleichung 


2S ES MAE 


und zwar per definitionem die Hauptlosung. Sie enthalt, weil a be- 
liebig ist, noch eine willkurliche additive Konstante und wird erst ganz 
festgelegt, wenn man ihren Wert an einer beliebigen Stelle vorschreibt. 

Zur Gewinnung der Hauptlosungen ist es nicht notwendig, gerade 
die angegebene Summationsmethode zu benutzen. In manchen Fallen 
wird sie nicht eimmal ausreichen. Vielmehr lassen sich die Reihen 
(4) und (5) auf unendlich viele verschiedene Weisen summieren. Man 
kann jedoch beweisen [21,30], daB man fur eine sehr ausgedehnte 
Klasse von Summationsmethoden immer zur selben Losung kommt. 
Die Hauptlosung ist also durch unseren oben angegebenen Algorith- 
mus bei der Gleichung (3) eindeutig, bei der Gleichung (2) bis auf 
eine additive Konstante festgelegt, und es richtet sich nur nach den 
asymptotischen Eigenschaften der Funktion ¢ (x), welcher Summations- 
methode man sich im einzelnen am zweckmaBigsten bedient. 

Zuletzt m6ge noch hervorgehoben werden, da die Haupt- 
losungen, wie sich im Laufe der folgenden Betrachtungen herausstellen 
wird, auf verschiedene Weise auch durch Grenzbedingungen definiert 
werden kénnen. Die Definition durch einen Algorithmus, wie wir sie 
vorgenommen haben, bietet jedoch den Vorteil, da man von vornherein 
imstande ist, zu einer gegebenen Funktion (a2) die Hauptlésungen 
wirklich zu bilden. Wir kommen durch unser Auflosungsverfahren auf 
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dem natiirlichsten Wege zu den Lésungen, welche durch die ein- 
fachsten funktionentheoretischen Eigenschaften ausgezeichnet sind. Um 
dies naher zu beleuchten, wollen wir im folgenden Paragrafen, noch 
ehe wir allgemein einen Beweis fiir die Existenz der Hauptlosungen 
erbracht haben, einige wichtige Beziehungen herleiten, denen sie ge- 
nugen. 


§ 8. Einige bemerkenswerte Eigenschaften 
der Hauptlosungen. 

21. Es sei m eine beliebige positive ganze Zahl. Setzen wir in Formel (9) 
fiir x nacheinander die Werte x, x -+ —., We ba D, i, cst gets (m —1) = 
ein und addieren die entstehenden m Gleichungen, so bekommen wir 
zunachst 


m? 


Sr(e+ 52 |; 7) = mF(«| ©; n} 


V 1m 


und hieraus durch den Grenztibergang 7 —0O 


a) Sr(e48t|a) =F (|Z). 
s=0 


Ganz entsprechend lassen sich die Relationen 


m1 


(13) Sy (-Fle+2]0)=— 36 (2s) 
ay Saye (et le) =6(e|g) 


beweisen. Wahrend in (12) m eine beliebige positive ganze Zahl sein 
kann, mussen wir in (13) m als gerade und in (14) m als ungerade 
voraussetzen. Die drei letzten Gleichungen, durch welche die Haupt- 


(Ssungen von der Spanne wm mit der Hauptlosung von der Spanne ae 
: m 


Iverknupft werden, wollen wir als Multiplikationstheoreme der Haupt- 
lésungen bezeichnen. Fir m= 2 werden sie besonders einfach; dann 
findet man namlich 


(15) Piel oer (a 


16) G(x|o) = AF(e|2o); 


es lassen sich also die Hauptlésungen F(#|w) und G(«|q@) mit der 
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Spanne w aus der Summe F(w|2m) mit der doppelten Spanne 2m 
durch einfache Mittelwert’ bzw. Differenzenbildung herleiten. Multi- 


pliziert man die Gleichung (15) mit und subtrahiert sie nachher von 


der Gleichung (16), so entsteht die Formel 


. 2 ; 
(17) G(z|o) = —[F(x|) — F(@x|20)], 
durch welche sich die Wechselsumme G auf die Summe F zuriick- 
fihren laBt. Auf Grund dieser Moglichkeit kénnte man im ersten 
Augenblick versucht sein, vom Studium der Wechselsumme G ganz 
abzusehen und sich auf die Untersuchung der Summe F zu beschranken. 
Dies ist aber nicht angebracht; neben der grofen Einfachheit der 
Gleichung (3) ist es vor allem die Tatsache, daB sich spater G als 
eine eindeutige, F jedoch als eine mehrdeutige Funktion von @ heraus- 
stellen wird, welche eine besondere Behandlung von G rechtfertigt. 
Durch die Form der linken Seite in der Gleichung (12) wird die 
Frage nach dem Grenztibergang m-—>co, also nach dem Werte des 


Integrals “de 


= {Fe |) dz 


nahegelegt, welches wir das Spannenintegral nennen wollen. Unter 
Heranziehung der Funktion F(x |; 7) kann man ihn leicht zu 


v+o u 
1 
(18) | Felo)dz=|pl)az 
x a 
ermitteln, sodaB also das Spannenintegral der Summe einer Funktion (a) 
durch das Integral dieser Funktion selbst ausdriickbar ist. In Ver- 
bindung mit diesem Ergebnis liefert das Multiplikationstheorem (12) 
die Beziehung A 
: | @ 
(19) tim F(x] 2) =p (eae. 
a 
Fiir G(w|q@) erhalt man dann vermége (17) und (14) die analogen 
Formeln 
a+o x re at 
(20) mae (z|@)dz =(¢ (2) dz — —|Fe| 2 w) dz 
x a x 
a 


ete ay io S (fear) ve, 


a 


(21) lim G (2| 2) = pe). 


iv) 
m 
m> a 
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Die Limesrelationen (19) und (21) regen zur Behandlung des 
Problems an, ob vielleicht iiberhaupt fiir zu Null abnehmendes, posi- 
tives w 


NG: Keay io dz, 
lim 6 @|0) = 9) 


ist, ob sich also die Hauptlosungen in diesem Falle allgemein auf die 
Lésungen der alsdann aus (2) und (3) hervorgehenden Gleichungen 


F(x 
a7 _ 9 (2), 


G (x) = p(a), 


reduzieren, d. h. insbesondere die Summe von g(x) auf das Integral 
von g(x). Hieran schlieBt sich nachher naturgemaf die weitere Frage, 
wie es steht, wenn qm sich in beliebiger Weise der Null nahert. Bei 
der Untersuchung der Hauptlosungen als Funktionen von m werden 
wir in § 6 und in Kap. 4, § 4 ausftihrlich auf diese Probleme zurtick- 
kommen. 


22, Die durch (8) und (11) definierten Operationen sind, wie 
wir es gewunscht haben, invers zur Differenzen- und Mittelwertbildung. 
Denn einmal haben wir schon bewiesen 


x 
> 
ASP@ Az =9(), 


oO a 
VS ee) Ve = pla), 
OQ: a wo 

und andererseits rechnet man leicht aus 


(22) S(Ae@)A2=9@)-Zfewaz, 


a om 


(23) 5(Ve@) V2=9@): 
im Fall der Summe haben wir also bei Vertauschung der Operations- 
zeichen /\ und § zur rechten Seite eine Konstante hinzuzuftigen. 


Die Gleichungen (15) und (16) k6nnen wir in der Gestalt 


x 


75 ° 
(24) VSP) At=HeWAL 
cr) a 20 7) 


a 
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(25) ive) P p (2) )Az=Se@) 


schreiben. Wenn wir hier auf den linken Seiten die Operationszeichen 
vertauschen, bekommen wir die Relationen 


(26) S(@re)az=Sve )a:— afr) dz, 


x a+o 


(27) S(Ae@)As=Se@yv 2— fred 


Ersetzt man in ihnen p(x) durch G(x#|w) bzw. F(x|qw), so nehmen 
sie die Gestalt 


a+o 


(28) HOU eam al 


a sCfoe 


(29) 


an. In den Beziehungen (28) und (29), welche die Umkehrungen der 
Gleichungen (15) und (16) darstellen, haben wir Formeln fiir die Summe 
einer Wechselsumme und die Wechselsumme einer Summe vor uns. Aus- 
fuhrlicher lassen sie sich auch so schreiben: 


(x | w) ee F(a|2o) 


a x ato 
og e (Sr@y)o:—SoWar— are |2a) dz, 
(29%) S(Se@AdV2=Se@Az. 
a co) o a 20 
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23. Nunmehr wollen wir unter gewissen Voraussetzungen tiber die 
Funktion g(x) den Beweis fiir die Existenz der Summe F(x|q) und 
der Wechselsumme G (x | «) fihren. Als wesentliches Hilfsmittel be- 
nutzen wir dabei die Boolesche und die Euler-Maclaurinsche Summen- 
formel 


_ (30) p(e+ho) = d!2£,(b) 7 (2) 


ae 
oN: aye Em—1(h—#) 
=o mT! 
0 


p™ (¢ + wz)dz, 
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a+ 


(31) gp (a -+ ho) = ae jac ym SAS » (a) 


al 


== i) ee gim) (w+wz) az, 


0 


wobei h eine beliebige Zahl des Intervalls 0 <h <1 ist. 

Um alle Schlu&folgerungen méglichst durchsichtig zu gestalten, 
machen wir fiir den Existenzbeweis folgende Annahmen tber die Funk- 
tion @ (a): 

1) w(x) soll fir x >b eine stetige Ableitung einer gewissen, etwa 
der m-ten, Ordnung haben, die fiir unendlich zunehmendes x gegen 
Null strebt. Dazu, 

2a) wenn es sich um die Wechselsumme G (|) handelt, das 
Integral 


iv} 


(32) | eB Ole at Coe (x =f w 2) dz 


0 


soll im Intervall b <2 <b+ @ gleichmafig konvergieren, oder, 
2b) wenn wir die Summe F(a#]|@) im Auge haben, das Integral 


(33) fB,(—)9™ (e402) az 
0 


soll im Intervall b <a <b-—+o@ gleichmabig konvergieren. 


Die erste Voraussetzung 


L> KP 

zieht 

(m—v) 
(34) lim Eg) ae (piseils2) ey M) , 

w->oa a” 

also insbesondere 
(35) im 2) = 0 

L>o v 


nach sich. In der durch (6) definierten Funktion 4(~) kénnen wir 
demnach ~=1, g=0, mithin 
wahlen. A\z) ye 


Die Voraussetzungen 2a) bzw. 2b) sind z. B. erfiillt, wenn die Reihen 


oo 


(36) Dy (= 1) 9 (e + so) 


s=0 
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eee 
(37) > (e+ sa) 


im Intervall 6b <%<b-+ a, also auch in jedem Intervall b<a<B 
bei beliebig groBem festen B, gleichmaBig konvergieren. Dann erhilt 
man ja beispielsweise 


nrp+l n+p aout is 

J 1S are 2) p™ (x +- 2) dz = J Bao 2) 0 (a wa) dz 
. s=n § 

‘S1 1 

Bo baos | i, (es Lp ™ (a + wz+sm)dz 
s=n 
at n+p 
= Res Fay pm (x x+ we sw) dz, 
s=n 


woraus wegen der gleichmafigen Konvergenz der Reihe (36) fur 
b<«<B die gleichmafige Konvergenz des Integrals (32) im selben 
Intervalle folgt. 

Alle Voraussetzungen treffen ferner zu, wenn fiir ein gewisses 

positives festes ¢ die Relation 

arene Gen ee 
(38) ne <p) (x) = 0 
besteht. 

Tragt man nun in den Summenformeln (30) und (31) fiir @ nach- 
einander x, 7 -+-w,x2+2o,...,~-+(n—1)@ ein, wobei n eine be- 
liebige positive ganze Zahl bedeutet, und ersetzt man g(a) durch 
p(x)e-"*, so findet man durch Vereinigung der entstehenden Glei- 
chungen 


oS (— 1) (a -+hw-+ sw)e- n (@+hw-+so) 


m—1 
= Dd, SE, (hb) De ip (#) e7""] 
v=0 
m—1 
—(— 1)" - E, (h) Dz [p (@ + n@)e-7 @tn@)| 
y=) i 


Ei Bea 1)! t| Bon (h = 2) Da [yp (x +  Z) Cameu wre) OLE. 
0 


No6rlund, Differenzenrechnung, 4 
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L+nw n-1 


(2). e657 42 — o>) (a+ ho + sw)e—7@thotsa) 
s=0 


x 


. feirvans Seie eee 


= SS = Be (h) Dies [p (a ae NO) Care The) 
Vv. 


n 
m+1 = 
sie oe |B. (h — z) Dz [yp (a+ wz)e1@tod] dz. 
0 


Dabei soll a=>b und x>b sein. Nunmehr lassen wir bei festem 
positiven 7 die Zahl » unbegrenzt zunehmen. Dann erscheinen auf 
den linken Seiten der letzten beiden Gleichungen die nach unseren Vor- 
aussetzungen tiber y (a) gewif existierenden Funktionen G (x-+-hw|q@; 7) 
und F(a+-hw/|a;%7), wahrend das zweite bzw. dritte Glied auf der 
rechten Seite gemaB (34) verschwindet: 


m—1 


(39) Gv + ho|a;4)= Dd) 2—E, (h) Dz [p (w)e-77] 


+ Gyr | Enh 2 2) DE Ip (@ + wz)ernetony de, 


0 


(40) F(x+how|o; 1) ~ fre Beni edy le "Tp (a)e-7] 


ak 


m+1 


~~ | B,, (h — 2) Di [p (© + wz) e-2 +02) dz. 


| 
aie 


0 


Fur den Grenziibergang 7-—>0, auf den wir jetzt zusteuern, bedarf 
es einer eingehenderen Untersuchung offenbar nur beim Restglied auf 
der rechten Seite. Wir wollen sie lediglich fiir das Integral 


(41) {es (h = z) Dex [@ (x ao w2z)e-" a2) dz 
0 


durchfithren, da sie bei dem Integral 


J B,, (hb — 2) DP [o(e + @ 2) e-n(2+2)] dz 
0 
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in ganz Ahnlicher Weise verliuft. Der Ausdruck (41) zerfallt in (am + 1) 
Integrale vom Typus 


n’ S Ew, =, (h—2) p™— (x D-wzle Vero) dz y= 1,2,...,m 
: : 


Wir behaupten, daB J, fiir » > 0 zugleich mit ” gegen Null strebt. 
Da das Integral 


ie2) 


(42) =JE,_(h—te-1t dt 


Z 


fir jedes positive 7 konvergiert, findet man durch Teilintegration 


(43) L,= 9" e-7* w (0) p™-” (a) — ay” e-28 f pm +0 (w+ oz) (2) dz 
0 


Wir miuissen also das Verhalten von w(z) fiir 7—+0 untersuchen. Das 
in (42) auftretende Integral divergiert fiir 70. Fiir n—>0 jedoch 
strebt es, wie wir zeigen wollen, einem endlichen Grenzwert zu. Bei 
” > 0 ist namlich 


p (2) = e122 5) E,-4(h—2z — bette dt 


1 
oo 


== O-7 we ST Ets. perros [E,, (h ee Ee got dt 


an 0 
al 
Cm, ae 
CS] ae Be ie eet dt. 
+e ‘ 


Das letzte Integral ist ftir alle 7 eine periodische Funktion von z mit 
der Periode 2 und strebt fiir 7 — 0 einem endlichen Grenzwert zu. Man 
bekommt daher 

En (h—#) 
lim y (z) aad fe teh EA a cee 


n>0O 


und kann eine positive Zahl C derart ausfindig machen, da fiir alle 
positiven Werte von y und beliebige z 


ly (e)|< Conn 


ist. Nun bereitet die Untersuchung des Integrals [,, »y >0, keine 

Schwierigkeiten mehr. Das erste Glied rechts in (43) strebt fiir 7 +0 

selbst gegen Null, weil dann w(0) nach einem endlichen Grenzwert 

konvergiert. Ferner sieht man unter Heranziehung der Relationen (34) 

und (35), daB das zweite Glied in (43) dem absoluten Betrage nach 

fiir alle x des Intervalls b <<a < B bei beliebig grofem festen B gleich- 
4* 
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maBig beliebig klein wird. Damit ist die Behauptung uber J,, vy > 0, 
bewiesen, und es bleibt fiir eine vollstandige Untersuchung des Integrals 
(41) nur noch das Integral 


i= (Bes (h — 2) p™ (a2 + wz) e-7@t2) dz 
0 
zu erledigen iibrig. Wiederum wenden wir Teilintegration an. Setzen wir 
= JE, 1(b— 1) ™ (+ wt) dt 
z 


wobei das Integral zufolge unserer Voraussetzung 2a) fir b <x <B 
und z> 0 gleichmabig konvergiert, so bekommen wir 


Le 12 70) nw i VA eV erred 2. 


Hierin wird das zweite Glied dem absoluten Betrage nach fiir b<x<B 
wegen der gleichmafigen Konvergenz von (32) fir 10 beliebig 
klein. Es ist demnach 


lim J, = x (0 — fz. (4 — 2)9™ (@ + wz)dz 
i->0 


Damit ist der Existenzbeweis fiir die Hauptlosung G(a|) vollendet; 
es ist gezeigt, dab das Integral (41) und deshalb auch G(« + ha|o; n) 
fiir 4-0 gleichmabig in b<a<B einem Grenzwerte czustrebt. 
Gleichzeitig ist fiir G(a+-hqw|q@) der Ausdruck 


(44) G@e@+ho|o)= S!<— E,(h) p (2) 
v=0 


jac} 


ot = 
-[- et Ens (8 — 2) (a + wz) dz, Oi 
0 


gefunden, und weiter kénnen wir noch schlieBen, dali G(«|@) eine 
fir x > 0 stetige Funktion ist. 

Von dem analogen Existenzbeweis fiir F(x|m) merken wir die 
Gleichung 


(45) F(e@+ha|o) ~fot \dzg+ py — By (h) g?- (2) 


a 


fore | By(h — 2) 9 (@ + w2)dz, ORES 


0 


und das Ergebnis an, dafs F(a|@) ebenfalls fiir 2 > stetig ist. 
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24, Betrachten wir einige Beispiele. Als Hauptlosungen der 
Gleichungen 
Ga) == a 


RE Gly! 


erhalt man, wenn in (44) m=v+1, h=0, w=1 und in (45) 
m=v, h=0, w=1 gesetzt wird, 


o L*\/ X= 1a (x); 


2 ON 2re= By (atl 


COVAr 


Das Eulersche Polynom £,(a#) ist demnach der Wert der divergenten 
Reihe 


2 > (= Ie +s)" 
und 1aBt sich in der Form 
ie (x) == ihhen 2 (— 1)" (x a Ss) e771 (@+8) 
40 5=0 


darstellen. Ahnlich gilt fiir das Bernoullische Polynom 


loo} 


iB, (x) = ylim ff 27-1 enn? dz 20% (x ae so e771 (@+s) 


RO NCO ; ee) 


=—-— 


Diese Ergebnisse kénnen durch Heranziehung der erzeugenden Funk- 
tionen der E,(x) und B,(x) auch unmittelbar bestatigt werden. 

Die Tatsache, daB die Eulerschen und Bernoullischen Polynome 
Hauptlosungen sind, gibt uns. nunmehr auch einen tieferen Einblick 
in das Wesen der funktionentheoretischen Eigenschaften jener Polynome. 
Sie sind Sonderfalle von Eigenschaften, welche ganz allgemein den 
Hauptlésungen einer Differenzengleicnung zukommen und letzten Endes 
auf der Differenzengleichung selbst beruhen. 

Wenn (x) ein Polynom ist, werden die Hauptlosungen Polynome. 
Besonders einfach gestaltet sich die Summe fir die Faktorielle 


(« — 1)(a — 2)---(w@ — +1). 
Nach Formel (9) in Kapitel 1, § 1 und Formel (22) im gegenwartigen 
Kapitel, § 3 wird namlich 


u 


S@=--@—n $1) A= 4-1) @— 0) 


a 
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Die rechts an zweiter Stelle stehende Konstante ist durch Bernoullische 
Polynome ausdriickbar. In Kapitel 6, § 5 werden wir sehen, daB sie 
BY (a) 
den Wert are hat. 
Es ist also 
z 
, 1 
S@-1)--@-24+1)Az2=2(@—1)-- (e@— 2) - 
a 


Ahnlich findet man fir die Faktorielle 


1 
x(e+1)--- (w@+n) 


(n) 
Bn (4) 


bei » > 1 zunachst 


x 


s Lz le 1 
: z(z@+l)---(¢+n) = na(@+)---@+n—1) 
a+1 
| dz 


nz(e+1)---(¢+n—1)" 


Die Konstante laBt sich einfacher schreiben. Es ist namlich 


1 il Pe! 
a(e+l)---@+n) ni ee 1) o> 


also 
a+1 el 
dz &. il n—1 ae a+s+1 
la == Gane 1} ( s ) log paces 
a Oe 
n 
1 Ji n (— eae n 
= game Dee (*) log (a + s) = aa A log a. 
$= 
Die gewunschte Formel lautet daher 
az A 
Az 1 (1) ” 
Scans ae aoe AD) ay SE? 


Damit sind wir im Besitze der Umkehrungen zu den Formeln (9) und 
(10) aus Kapitel 1. 


§ 5. Die Ableitungen der Hauptlésungen. 


25. Wenn (a) fiir x > b eine stetige Ableitung m-ter Ordnung 
hat und wenn die Reihe 


ie2) 


D> p™ (« + sa) 


s=0 
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bzw. 
fo a) 


2) (= 1) 9 @ + sa) 
s=0 
im Intervall b <2 <b-+ q@ gleichmaig konvergiert, dann haben wir 
im vorigen Paragrafen die Existenz der Hauptlésungen F(a |) bzw. 
G(a|w) und die Gleichungen 


a m 


(45*) Fle +ho|o) =| p@)de+ 12 B, (8) gO) 
+ Be UE (h—z ) Som (c+ wz+ sa) dz 
(44*) G(a#+ holo) -y¢ h) p(x) 


Bile 1 (2 -- 2) S- 1)§ p™ (« + wz + sw) dz 


bewiesen. Fur m > 1 findet man aus ihnen durch Differentiation nach h 


m1 


F(a + ho | 0) = 2B, (h) (2) 

+ smi i Baers Se z) De (a + wz ee sw) dz 
0 s=0 

D,Gle+ho|o) =) 8, Pall) pe) 


Sica fea h — 2) 


(See oe tesco pdz, 


er 


3=0 
mithin fur h—0O 
d a x 
(46) HNP? ADA*Z=N\PWAt+ Ha) 
@ @ a oOo 
d ye 
(47) BOPOV*=S$¥@) Ve 


es ist also die Ableitung von Summe und Wechselsumme, ber der Summe 
bis auf eine additive Konstante, gleich der Summe bzw. Wechselsumme 
der Ableitung. 
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Ahnlich ergibt sich durch m-malige Differentiation, wobei bei den 


letzten Schritten der Sprungstellen von B,(#) und E,(a) halber Vor- 
sicht geboten ist, 


(464) 2 F(@|o) = limp" (@ )—o Som z+ so), 
dx L>w 
(47*) Gela)—2 S(—ty9 (~ + sq). 


Hierin konvergieren bei zunehmendem x die Werte der auftretenden 


Reihen nach unseren Annahmen gegen Null, wahrend lim gy” (z) 
wZ>ow 


endlich ist; fiir «> b besitzen also die Hauptlisungen F(x|a) und G(a| ow) 
stetige Ableitungen m-ter Ordnung, die bei wachsendem x endlichen Grenz- 
werten zustreben. 

Diese Eigenschaft ist charakteristisch fiir die Hauptlosungen. Denn 
jede andere Lésung der Gleichungen (2) und (3) unterscheidet sich 
von den Hauptlosungen um eine periodische Funktion z(x) bzw. p(x). 
Wenn sich aber eine derartige Funktion a(x) bzw. p(a) fiir 2— oo 
einem Grenzwert nahert, muB sie sich auf eine Konstante bzw. auf 
Null reduzieren. Hieraus schlieBt man, daB nur die Hauptlisungen 
die eben angefiihrte Eigenschaft aufweisen. 


§ 6. Asymptotische Entwicklungen. 


26. LaBt man in den Gleichungen (44*) und (45*) m unbegrenzt 
zunehmen, so sind die entstehenden unendlichen Potenzreihen in m im 
allgemeinen divergent, weil, wie sich spater herausstellen wird, der Punkt 
w = 0 eine wesentlich singulare Stelle der Losungen F(a|q) und G (x|a) 
ist. Gleichwohl gewahren sie bei gehoriger Beriicksichtigung des Rest- 
gliedes ein besonders vorteilhaftes Mittel zum Studium der Hauptlosun- 
gen, und zwar vor allem in zweifacher Hinsicht. Man kann namlich 
aus thnen das Verhalien der Hauptlésungen einmal fiir sehr groBe Werte 
von x bet festem w, zum anderen fiir sehr kleine positive Werte von w 
bet festem x entnehmen. 

Setzen wir der Einfachheit halber h = 0 und zur Abkiirzung 


(48) P(«) = ae 


(x), 


m 
(49) O(a) = oar + YS Bg (), 
p= 


§ 6. Asymptotische Entwicklungen. Lh 
so bekommen wir aus (44) und (45) 
w™ pes . 
G (%| w) = P(x) + | Enns (— 2) p™ (a + wz)dz, 
U 


@ 


F(z|) = (2) + 


m 


m+ fe 
| B,,(— 2) @™ (a + wz) dz. 
0 


Unseren Voraussetzungen zufolge konvergieren die Integrale auf 
der rechten Seite fiir wachsendes 2 gegen Null. Es wird also 


(50) ne [G (2) @)—.P(x)] = 0, 
(61) im [Fe |) — O@)] <0. 


sodapB fiir zunehmendes x die Hauptlosungen durch die Ausdriicke P (a) 
und Q(x), d.h. die m bzw. m-—- 1. ersten Glieder der Entwicklungen (44) 
und (45), asymptotisch dargestellt werden. 

Aus (50) und (51) konnen wir aber auch Darstellungen von F(a | w) 
und G («| a) fiir beliebiges a > b herleiten. Aus den beiden Gleichungen 
(2) und (3) folgt namlich, wie schon in § 2 angegeben, unmittelbar 

n—1 


F(«|w) = F(x + no) wo >) v(« + so), 


s=0 


n—1 


G(x|w) =(— 1)"G(@e@+no) +25) (— 1 ¢(@+ sa), 


wobei m eine beliebige positive ganze Zahl bedeutet. Lassen wir 
nun in 


F(a|o) = Q(« + no) — o>) y (a+ sw) + [F(a + now) — QO(a@+no)] 


nm uber jede Grenze wachsen, so ergibt sich 


n—1 


(52) F(¢\o)= lm [Oe +o) — ao, yp (z+ so)] 
n> ow At 


und ganz entsprechend 
-1 


(53) G(e|w)=lim [(—1)’ P@+no)+2 MS (— 1)§ p(w + so)], 


n>o s 0 


= 
>= 


gleichmafig in x > 0. Diese Limesrelationen konnen auch durch andere, 
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in der Schreibweise verschiedene, im tibrigen aber véllig gleichwertige 
Beziehungen ersetzt werden. Es ist z. B. 


Q@ +n) — oS o(@ +so) 
= Q(2)- oS [pe +se)-AQ@+se)] 


(54) F(2| 0) =Q(2)— oS [p@ + so) — AQ@ + sa)], 
entsprechend 
(55) (| w) = @+ay (— 1)§ [@ (a + sw) — Vee 88 


Diese Reihenentwicklungen fiir die Hauptlosungen konvergieren gleich- 
maBig fir x > b. 


Wenn man in den Gleichungen (44) und (45) h=; und 
m—1 


6) PG) = YB p(x $), 


Vv 
! 
aoe 


(20) 
s-— — 
2 


(57) Q* (a) = Jo@a D, p’-» (« a a 


setzt, so findet man gleichmabig ftir « > 6 + or 


io) 


(58) F(x|o)=Q*(x)— o>) [p(e@+so) — A Q*(e+ sa), 


KOO) Mame: (Gemcn) ae +2 —1}(p(e@+sow)— V P¥(x+so)]. 


27. Nunmehr gehen wir dazu uber, das Verhalten der Haupt- 
losungen fiir sehr kleine positive Werte von @ zu untersuchen. Uber 
die bisher der Funktion (a) auferlegten Bedingungen hinausgehend 
wollen wir dabei fordern, daf das Integral 


F | im x) | dx 


einen Sinn hat. Man sieht unmittelbar, dafi dann F(x|@) und G (a |) 
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existieren und fiir w > 0 stetige Funktionen von w sind. Schreiben wir 
zur Abktrzung 
omtt roe 
Hae ae m! [2,0 ei z) oy (@ a 2) dz, 


0 


so vermogen wir eine Konstante C mit 


oo 


Russ] < Com] |g (x + o2))dz< Com |g (2)| a2 


0 b 


zu ermitteln, sodaf also die Funktion | o-™R | fiir w — 0 beschrankt 
bleibt und wegen 


die Gleichung 


gilt. Insbesondere wird daher fiir m= 1 


(60) lim F(a | o) = = fol 
ao>0 
wenn @ durch positive Werte nach Null strebt, in Ubereinstimmung 
mit dem friiheren Ergebnis (19). Analog ergibt sich 
(61) lim G («| w) = y(a). 
o>0 

Die Hauptlésungen besitzen also die bemerkenswerte Eigenschaft, 
dap sie sich immer einem Grenzwert nahern, wenn w durch positive 
Werte nach Null absinkt, und zwar geht speziell die Summe von (x) 
diber in das Integral von g(a), also in die Lésung der aus der 
Differenzengleichng durch den Grenztibergang hervorgehenden Differential- 
gleichung. Fir die von Guichard, Appell und Hurwitz betrachteten 
Losungen trifft dies im allgemeinen nicht zu. 

Wenn die Funktion w(x) fir « >b unbeschrankt differenzierbar 
ist und das Integral 


F |g (@)| de 


fiir alle hinreichend grofen yv konvergiert, dann stellen offenbar die 
Potenzrethen 


(62) F(a+ho|o)~ Je (2) dz + ee Berge a i, 
G y=t 


(63) G(e +holo)~ Zi E, (h) ~ (a) 


60 Drittes Kapitel. Die Summe einer gegebenen Funktion. 


die Funktionen auf der linken Seite fiir positive, sehr kleine Werte 
von w im Sinne von Poincaré asymptotisch dar; sie lassen also mit 
beliebiger Anniherung erkennen, wie sich F(z|w) und G(x|q) fiir 
sehr kleine positive w verhalten. 


28. Fiir die Restglieder der Reihenentwicklungen (62) und (63) 
kann man sehr scharfe Ungleichungen herleiten; wir beschranken uns 
darauf, im Falle h =O fiir die erste Reihe einige der Hauptergeb- 
nisse anzufiihren. Es sei m@™(a) fiir «> 0b stetig, die Reihe 


Seem (x + s@) 
s=0 


fir b<a<b-+o gleichmakig konvergent und 


himi@er-D(a\a= 0: 
Z> ow ; 


Dann wird nach (45) 


x 


m 
2y 
(64) F(z|o) = foe dz — 5 p (x) 4 Day Beer (@) + Rom+1> 
v=) 


a 


5 ice) 
ormtt 


Rea = al Bam (2) PO™ (@ + 2) dz. 
Fur f 
oe 
(65) Ko aa (@m)! Beige) x) 
erhalten wir mit Hilfe des Darbouxschen Mittelwertsatzes, weil 


By, (%) — B,,, im Intervall 0<a<1 das Zeichen nicht wechselt, 
und unter Benutzung der Relation (46*) die Gleichung 


2m Bo 


(66) ae apy 


= FO Mm) (¢ Yo | @). 


Dabei bezeichnet # eine Zahl des Intervalls 0 < % <1 und / eine kom- 
plexe GroBe, deren absoluter Betrag héchstens gleich 1 ist. Wenn 
p(w) eine reelle Funktion der reellen Veranderlichen x ist, darf man 
den Faktor 2 fortlassen. 

Bei weitergehenden Annahmen iiber w(x) kann die Abschatzung 
verfeinert werden. Ist z. B. m@@™ (a) fiir x > nicht nur stetig, sondern 
auch positiv, so gilt 


7 
Ona Ber 


(67) Rom+4 = Aart: (Oe) (Z)> 1 ea ee le 


Der Rest ist also, absolut genommen, kleiner als das letzte beriick. 
sichtigte Glied der Reihe, die somit den Charakter der Pseudokonvergenz 
hat. Tragen wir das Ergebnis in (65) ein, so erhalten wir 
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(68) = ie pam (a), 0<d<2 


Hiernach hat der Rest dasselbe Zeichen wie das folgende Glied der Reihe. 

Falls fir 2 > 6 die Ableitungen p@™- (x) und gy@™+ (gz) stetig 
und negativ sind und fiir ~—oo monoton nach Null anwachsen, dann 
haben nach (68) R,,, und R,,,4o'= Rgm+1 eutgegengesetztes Zeichen, 
weil es bei B,,, und B,,,.. $0 ist. Es mu also in (67%) die Zahl 3 
sogar im Intervall —1<#<0 gelegen sein, was nachher fiir (68) 
wiederum zu 0 < #< 1 fihrt. Der Rest ist also kleiner als das erste 
unterdriickte Reihenglied und vom selben Zeichen wie dieses Glied, 
wahrend er entgegengesetztes Zeichen wie das letzte beriicksichtigte 
Glied aufweist. 

Mit Hilfe einer Ungleichung von Tchebychef?) laBt sich schlieBlich, 
wenn alle unsere Voraussetzungen tiber ¢ (x) erfiillt sind, noch ein wesent- 
lich scharferes Ergebnis erzielen. Diese Tchebychefsche Ungleichung 
lautet: 


(6 — a) J Fe)gla)ax < J flw)axf g(a)an; 


f(x) und g(x) sind hierbei zwei Funktionen, von denen die eine im 
Intervall a <a <b wachst und die andere abnimmt. Man erhalt 


won TBboyes ney a o @2™ Bors a F 
epg Oia? a (a z= 2) Pole ag ee Om)! setae 
oder 

oo Bae, 2 A 1 
(69) SR opr nels soles oO ee ey 


wodurch der Rest in noch engere Grenzen als in den friitheren Un- 
gleichungen eingeschlossen wird. 


§ 7. Trigonometrische Reihen. 


29. Im vorletzten Paragrafen haben wir bewiesen, das die Haupt- 
losungen F(x|m) und G(x|) fiir « >b stetig sind und eine stetige 
Ableitung besitzen. Bedeutet x, => 6 eine beliebige feste Zahl, so ist 
es daher moglich, die Hauptlésungen im Intervall 4% << 4% <%)+o 
in trigonometrische Reihen zu entwickeln. Deren Koeffizienten lassen 
sich in einfacher Weise mit Hilfe der Funktion q (x) ausdriicken. Wir 
nehmen zunachst an, daB g(x) fiir «> eine stetige Ableitung m-ter 
Ordnung (m > 1) aufweist und dafi das Integral 


S| 9% (x b)\ Ax 


1) Einen von Picard herriihrenden Beweis dieser Ungleichung findet man 
in Hermites autografiertem Cours d’Analyse, 2° éd., Paris 1881/82. 
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konvergiert. Hierdurch ist die Existenz der Hauptlosungen und ihrer 
ersten Ableitungen gesichert. Nun setzen wir die Fouriersche Reihe 
fiir F(a|@) im Intervall 4 <a%<a)-+-@ in der Gestalt 


(70) F(z | es aeaee ita, eae PERE b pence) 


n=1 


an und betrachten das Integral 


Loto 

i 2ain a ; 

om FG @oyeto” wide =a ape. 
Zo 


Da die friiher eingefiihrte Funktion F(#|@; ) fir 10 gleichmafig 
gegen F(x|q) konvergiert, wird 


Loto Loto 
Iain 1 ee 
F(x|w)e o “dx=lim—|F(a|w;n)e o “dx. 
n>0 oy 
Xo 0 


Tragt man fiir die Funktion F(x|q@; 7) ihre gleichmafig konvergente 
Reihenentwicklung (9) ein und integriert gliedweise, so  entsteht 
fir 1 >1 


Bota oo 


pan ek TN 
. iy 
— ee ee daa: lt tig) Cows See end 
Ue 
0 


wobei das letzte Integral zufolge unseren Voraussetzungen iiber ¢ (a) 
gewiB existiert. Damit sind ftir die Fourierschen Koeffizienten von 
F(x|q) die Ausdriicke 


Loto Xo 
(71) a= |F(e|0) dx ={o@) dx (nach (18)), 
Xo a 
(ei a a, = — lim | v(x) e-7% cos eae : 
sigs rk : @ 
(GG Ras) b, = — lim [ole yee vs 
n Beaty @ 


0 
gewonnen. 


Eine trigonometrische Reihe fiir G(x | @) i im Intervall 2, <a< %y + @ 
bekommen wir jetzt am raschsten mit Hilfe der Beziehung 


G(z|o)= A F(z|2o), 
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und zwar ergibt sich fir 2, <2 < %q 1 O 


ao 


(72) Gle|o)= DES Gee a ip ne ee ey 


@ 
n=0 
wobel 
eee 9 
(73) ces Nea ee lim Pp (x) e~”7*% cos aed dx, 
n> 0 
Zo 
Ij = 7 Qn+1 TX 
(73*) bonti =~ lim | p(eje Pascoe af 
Teal 


ist. Die Reihe (72) stellt jedoch nur in der einen Halfte ly a <i %-- w 
ihres Periodizitatsintervalls x» — @ <«# <x, + die Funktion G (x! w) 
dar, wahrend sie in der anderen Halfte %—w<a< % gleich 
— G(«+ w|}q@) ist. 

30. Die Integrale (71*) und (71**) sind ftir 7 = 0 im allgemeinen 
nicht konvergent. Es lassen sich jedoch aus ihnen andere, konvergente 
Integrale fur die Fourierschen Koeffizienten herleiten. Setzen wir, um 
in den Integralen bequem Teilintegration anwenden zu k6nnen, 


YW, (x) = — ferntcos22 at, w, (x) = — fu (Aydt yr = 253 Se 
a x 
ea 
X(t) = — [ensin ant dt, OS fa-rae, yee 23 ee 
x x 


so folgt zunachst 


ae —Mity SU 9 
= e-7% ea | z cos (oN, oe --. + 4,)dt,, 


emt REY —-now (a0) 


0 l—e ™ sae ye 
woraus durch Anwendung des zweiten Mittelwertsatzes 
—n xv 
(74) |ype(z)| < Ce 


fiir konstantes C und alle positiven 7 gewonnen werden kann. 
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Der Grenziibergang 4—>0 liefert nunmehr 


oo (a) 


n n 
» ' 2 
lim wp, (v) = e [ade he Al t, cos = (e+ t,+---+4,)dt,, 
n—>0 6 é 
woraus schlieBlich die Limesbeziehungen 
: He Cos 2. nx 
lim wey(%) = (— 1) io COS ee 


entspringen. Ganz entsprechend gelten fiir die Funktionen y,(x) eine 
Ungleichung der Form (74) und die Relationen 


lim 72, (%) = (— 1) (5 aN 


4>0 
, 2e4+1 
: ; ) 2une 
ay past 
lim 49,41 (%) =(— 1)"* (5 4) Cos— a 
” 0 7 OM 


Wenden wir jetzt, wie beabsichtigt, auf die Integrale in (71*) 
und (71**) m-mal nacheinander Teilintegration an, so ergibt sich 


— foe =18 cos 22 "® gy 


= 3) (= 1) 9? (09) vrs (@o) + (— 1)" | o™ (2) y,, (@) dz, 
—f p(w)enn# sin 22" g 
= S1(— 179 (0) zo04 (0) + (— 194 f op (0) 1 (0) ae 


Hierin bereitet der Grenziibergang »—>0 keine Schwierigkeiten mehr. 
Er fuhrt zu den Formeln 


o - 2ENL 2% Nw 
(75) On Qant (25) = o ren (5 os) e "(®o), LOS pa tey 
oe oO m 9 
= 1) (8) 9 eg con 
Lig a 9 
Esher ee) Jom (a) cos — dx fir gerades m, 
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+(—1) 2) ee GV (a, hsin EME 


oO 


= m 
et kn | (m) (x) sin 22" * du fir ungerades m. 
Zo 
@ Quan, wo 2 2 
(76) emo fo Cos ae poe y aj)sin a 
cll m 9 
aed )y es (m—1) (gr, sin <= 


m 
(=i ae fom @) (a) sin —— dx fur gerades m, 


Xo 


x Be 
dx fiir ungerades m. 


Um die Gultigkeit dieser Gleichungen zu sichern, braucht man_ nicht 


die Existenz des Integrals i |@™ (a)| da zu fordern. Es geniigt viel- 
i 


mehr, zu verlangen, da die auftretenden Integrale einen Sinn haben. 

Insbesondere liefern die Ausdriicke (75) und (76) Aussagen tiber 
das Verhalten der Fourierschen Koeffizienten a, und 6, fiir sehr 
groBe n. Das erste Glied der rechten Seiten ist von der Gréfen- 


ordnung = die anderen Glieder hingegen haben niedrigere Grofen- 


ordnung. Die Konvergenz der Fourierschen Reihe (70) beruht daher 
im allgemeinen auf dem Zeichenwechsel ihrer Glieder. Fiir absolute 
Konvergenz ist notwendig und hinreichend, daB das erste Glied rechts 
verschwindet, also (a) = 0 ist. 

Fur die Koeffizienten @,,,, und £,,,, der trigonometrischen 
Reihe fiir G(a|q@) gelten ganz entsprechende Entwicklungen. 

Beispielsweise ergeben sich fiir die aus den Bernoullischen und 
Eulerschen Polynomen entspringenden, mit ihnen im Intervall O <a <1 
iibereinstimmenden periodischen Funktionen B, (w) und E, (w) die trigono- 
metrischen Reihen 


a = y 2 (27) SOS Ea 
V7 Boy Sa Name ie 2 
(77) B22) =(—3) yr 2 Sy se2 


y+12(2»+1)! pu sin2an2 


Qa) et nertt ; 


OCG) Boy+1(#) = (— 1) 


No6rlund, Differenzenrechnung. 5 
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(78) Ee, (oy (= 17 oy sin(2n+1)xa 


mer tt Qasniy at 


n=0 


y se oy cos (2u+ ey 


(78% Eo,~1(#) = 
78") 1 (2) < Qn4)) 


Fiir vy > 0 konvergieren diese Reihen absolut und gleichmabBig, hin- 
gegen sind fir »=O die zweite und dritte Reihe in der Nahe der 
Punkte « =0, +1, +2,... nicht mehr gleichmafig konvergent und 
stellen in diesen Punkten auch die Funktionen B, (x) bzw. E,(x) nicht 
mehr dar. Aus den obigen Relationen kénnen wir z. B. die Gleichungen 


Bb 
(79) f [Ba (z) — Bo, (a)] cota(z — x) dz 
0 


== Wael Deas 


) ame 


n=1 
a 


(79*) J [Boyas (2) — Boy1(x)) cota(z —a)dz 


yti2(2»+1)! cos2anx 
1) (2 a)” 2y4+1 Di mort 


— (— 


hergeleitet werden, von denen die zweite fir »y—=0O zu 


a be 1 cos2ane 
(80) —log(2sinzx) = >? - AU cee! 


n=1 


fuhrt. Ferner lassen sich mit Hilfe der angegebenen Reihendarstellungen 
die Summen der reziproken Potenzen der nattirlichen Zahlen durch die 
Bernoullischen Zahlen und Polynome in folgender Weise ausdriicken: 


ey) Sey Se Be 


a Qn? 
1 
1 pei (ay 
(81*) Xe = (— 1) 2Qr+1)!, Bey aaie Neots 2d 2, 
n= Y 


31. Tragen wir in die Fouriersche Reihe (70) die Werte (71) der 
Koeffizienten ein, so gewinnen wir die Gleichungen 


% 


is°] 


(82) Tae cp Vee p(z)dz— 2 > lim [re e-1t cos 22 (z—x) dz 
ev @ 
a 


= >0 
n= 7 2p 
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und 


nD 


(83) G(«|o)= odin fo len Fc Ia, —a)dz, 


7 —>0 
n=0 7 Zo 


welche fur x) << % <a, -+ richtig sind; setzen wir einmal « = Be as 


dann «= «,, so erhalten wir unter Beriicksichtigung der Tatsache, daf 
eme Fouriersche Reihe an einer Sprungstelle nach dem arithmetischen 
Mittel der Grenzwerte von rechts und links konvergiert, foleende Reihen, 
die fiir alle a > 6 angewandt werden k6nnen: 


(84) F(2+% o)= {ve jaz 2 — 1)" lim p (% + z)e-7? cos — sap 

GoW & 
(85) G(x ee: n 0) = Sa Ble ie? lim (P (aw = 2) e772 sin (2n- ie +1) az 

9 —>0 6 @ 
i 2 nz 

(86) F(x | «) a: =o dz — 5 —2 D3 lim fo (a — z)e7 72 COS == 

n=1 n>0 5 

Si “ ‘ \ 2 | 1) x2 
(87) G (a | «) = p (a) + . lm foe -|- Be ute COs ous d 


n=0 n->0 6 


Viertes Kapitel. 


Die Hauptlésungen im komplexen Gebiet. 


32. Im vorigen Kapitel haben wir die Hauptlosungen der Glei- 
chungen 


(1) A F(e) = 9(e), 


oO 


(2) V G(x) = (2) 
unter Beschrankung auf reelle Veranderliche x und positive Werte von 
w studiert. Die Funktion q(x) hatte dabei gewisse, jedesmal aus- 
driicklich angegebene Bedingungen zu erfiillen. Von jetzt an wollen 
wir x und @ als komplexe Verdanderliche, 


z=o-+it=re, w= oer, 


die Funktion w(x) als analytische Funktion von «x voraussetzen. Be- 
sonders die Untersuchung der Abhangigkeit der Hauptlosungen von w 
wird uns zu sehr bemerkenswerten Ergebnissen fuhren. 

Es sei ein vom Nullpunkt ausstrahlender, die positive reelle Achse 
umschlieBender Winkelraum (Fig. 10) von beliebig kleiner Offnung, be- 
grenzt von zwei unter spitzen Winkeln gegen 
die positive reelle Achse geneigten Halbgeraden. 
Wenn g(a) im Inneren und auf dem Rande 
von %#, also insbesondere in einer kleinen Um- 
gebung des Nullpunkts, regular ist und dort 
fiir geniigend groBes m gleichmabig 

hima? (a) —=.0 


|az|> 


gilt, dann lassen sich alle unsere fritheren, auf 
die Eulersche und Boolesche Summenformel 
gestiitzten Uberlegungen einfach iibertragen. 
Man erkennt, da die Summe F(x |q) und die Wechselsumme G (x | w) 


von g(x) fur alle Werte von x und » in #% existieren und daselbst 
regulare Funktionen von x und q@’ sind. 


eb loge AO 
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§ 1. Anwendung des Cauchyschen Integralsatzes. 


33. Im gegenwartigen Falle komplexer Veranderlicher und Funk- 
tionen ist es angemessen, andere Hilfsmittel als frither heranzuziehen 
und vor allem das machtige Werkzeug der komplexen Integration zu 
benutzen. Hierbei machen wir zunachst nacheinander wesentlich drei 
verschiedene Annahmen tber die Funktion ¢ (2). 


Erstens soll w(x) im Inneren und auf dem Rande des oben er- 
wahnten Winkelraums # regular sein und dort bei beliebig kleinem 
festen e > 0 gleichmabig die Relation 
(3) linis@ | eye= "l= 0 

|a|> a 
bestehen. Dann konvergieren, falls x und @ dem Winkel # ange- 
horen, die Reihen 


) Sole + sajennere, 
s=0) 

(5) Dy (1 9 (@ +s @) enn ets0) 
$=0 


gleichmafig fiir jedes positive 7. Wie verhalten sie sich bei 70? | 
Zur Untersuchung dieser Frage nehmen wir an, daB 2 und w im 
Inneren von # gelegen sind. Vermoge der Tatsache, daf fur ganz- 
zahlige Werte s von x die Funktion mcotaz das Residuum 1, die 


Funktion Saas das Residuum (— 1) aufweist, konnen wir dann die 
4 


Abschnitte der Reihen (4) und (5) durch komplexe Integrale ausdriicken: 


See + sm)je—7@rse) — - : fo + wz)e—7%+2 x cota2z dz, 


: 2 04 
s= Y 

= 1 az 
Se 1)" p (a + s@) e-7 tse) — nil? (a + wz) e-7 @ +2) aE 
s=0 Cc 


C ist dabei eine bis auf ein kleines Sttick links vom Nullpunkt im 
Inneren von # verlaufende, die Punkte 0,1, 2,..., p umschlieBende 
Integrationskurve (Fig. 11) von solcher Beschaffenheit, daB 2 + wz in 0 
liegt, wenn z die Kurve C durchlauft. Lassen wir p bei festem 9 > 0 
unendlich zunehmen, so ergeben sich die Gleichungen 


1 
(6) > y | ‘an os sa) — (@+80) — ani [rl + wz)e" (+2) 5 cot rz We 


Cy 


; . : 1 sean A 
(7) a (- 1)" p (a + so) ennetso) <= | w(x Sey RSA come 


s=0 Ci 
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C, ist ein Schleifenweg (Fig. 12), der den Nullpunkt umschlingt und 
sich geradlinig parallel zur positiven reellen Achse oberhalb und unter- 
halb von dieser ins Unendliche erstreckt. Die geradlinigen Stiicke 
wollen wir jetzt von der reellen Achse wegklappen und den Schleifen- 
weg in einen anderen Integrationsweg C, (Fig. 13) abandern, der aus 
zwei von einem Punkte «@ ein wenig links vom Nullpunkt ausgehenden 


Fig. 11. Ie, 11. 


Halbgeraden « f’oo und «foo besteht, die gegen die positive reelle 

Achse so wenig geneigt sind, da} x-+ mz in # bleibt, wenn z auf C, 
--wandert. Zuvor schreiben wir im Integral (6) auf dem oberen Teile 
des Schleifenwegs C, 


aD s : 
bg Ai mi RET ST 5 7 


und auf dem unteren 


1 
~ ¢ toe ? 
294 2 enti _ 4 


wobei die ersten Bestandteile rechts zu 

Fig. 13. einem Integral iiber die positive reelle 

Achse Veranlassung geben. Der fiir die 

entstehenden Integrale uber C, statthafte Grenziibergang 40 fihrt 
zu den Gleichungen 


_ 


(8) Galo) S ve “)Va=ilg (a +- az) —— a A 


sina é 
C, 
B U+an 
(9) Fe\o)=Se@d:=[e@azto [ Pete) a, 
a o 5 sie, 
a a B'o 


y (% + wz) 
+o Trea dz 


apo 
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von. denen sich die zweite fiir 


x 


f(x) = J o()dz 


a 


vermoge Teilintegration auch in der tbersichtlicheren Gestalt 


ws 


4 


(10) Fe) wo) = » pe) o: = ai | fe + @2) ee dz 
Ce 


a ( 


schreiben laBt. Hiermit ist, da die angegebenen Ausdriicke fiir Summe 
und Wechselsumme gleichmapig fiir alle x und w in  konvergieren, die 
Existenz der Hauptlisungen bewiesen und gleichzeitig gezeigt, dap 
F(x|w) und G(x!\@) analytische, im Inneren des Winkels 9 regulare 
Funktionen von x und w sind. Dies braucht nicht mehr der Fall zu 
sein, wenn die Bedingung (3) nicht erfiillt ist. Nehmen wir an, um 
hiervon eine Vorstellung zu bekommen, da q(x) im Inneren eines 
Winkels ©, der # umschlieft, regular und in © fir ein gewisses 
positives konstantes k gleichmabig 
(11) lim (x) e7* \21 ==" 

|%|>o 
sei, so bestehen die Gleichungen (8) und (10) wohl fiir alle x im Inneren 
von @ und alle m im Inneren von #; 1aBt man aber m aus dem Winkel # 
in den umschlieBenden Winkel © herauswandern, so bleiben die Inte- 
grale (8) und (10) nur dann gewifi konvergent, wenn der absolute 
Betrag von w gentigend klein ist. Die Hauptlosungen sind also fur 
Werte von x in © nur in einer gewissen, ganz im Inneren von @ ge- 
legenen Umgebung des Punktes w — 0 sicher regular, wahrend sie im 
allgemeinen fiir gewisse weiter vom Nullpunkt abgelegene, dem Winkel O 
angehorige Werte von @ singulare Stellen aufweisen. 


34. Zweitens sei die Funktion g(x) in einer Halbebene o = b re- 
gular, auBerdem sei bei konstantem positiven C und k und beliebig 
kleinem ¢ > 0 

|e) <Ceteate 


fur alle x in der Halbebene, 
hone <a G ax] 


fir alle x in einem der Halbebene eingebetteten, die reelle Achse um- 
schlieBenden und von zwei Parallelen zu ihr begrenzten Halbstreifen. 
Ferner soll @ positiv sein. Dann konvergieren ftir alle 2 im Inneren der 
Halbebene die Reihen (4) und (5), und auch die Gleichungen (6) und 
(7) bestehen fort. Um die geradlinigen Stticke des Schleifenwegs C, 
aufklappen zu konnen, bemerken wir, daf} man nach einem bekannten 
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Phragmén-Lindelofschen Satze eine Konstante M derart zu finden. ver- 


mag, daB fiir vsin|v| >6 (6 > 0), (oleae 


Peete)! < Met et+(ka—z) sin |v|)7r 


S1n 72 


2 
gilt. Wenn daher im Integral (7) w < - und im Integral (6) w < ~- 


ist, laBt sich C, durch eine Parallele o =a zur imaginaren Achse ersetzen, 
wobei, wie im folgenden immer, « eine reelle Zahl aus dem Intervall 
—1<a<0 bedeutet. Man darf auch die imaginare Achse selbst 
nehmen, wofern der Punkt z= 0 durch einen kleinen Kreisbogen ver- 
mieden wird, dessen Radius man nachher gegen Null streben lassen kann. 
So kommen wir fiir o> b— caw bzw. o=>b und a> b zu den Gleichungen 


a+ttio 


(12) G(e|o)=s | o@ +o2) plik eee 
pieces ooh gene She 
(8) Fle|o)=[ 9G) dz +o [Prods +o a Ee 
a a a 5 ae 
(14) Px|o) = yy; | fe+ w2)(3*-)' de 
and at 
(12*) aaa eee 
é 
(14*) F(a| wo) = f(a) eleven ep sanca a 


Nimmt man in den ersten drei Formeln insbesondere — 


1 
5) 
und ersetzt gleichzeitig x durch x + so entsteht fur o > b 


ae G(e+9 $|0) =~ ifoe +02) 


cosaz 


—4o0 


~2{ 28 uae ae tat) rey 
ewe te * 
0 
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é @ - : ; © @ (a+iwt)—y(e—iol) 
eS) F(a+¢|o)—=[ (az | io 1 peeat at, 
a 0 


f(a 4 w2)( = \ az 


XCOS 76-2 


=2n[ fetted f («—iot) Hes 
ABET ada 
0 


Diese ea ee lassen erkennen, dab G(a|o) und F(a | @) 
fir O<wo<— bw. 0O<a< S in der Halbebene o = 0 regulare 


analytische sees sind. Dat dies ftir andere @ nicht mehr not- 
wendigerweise zutrifft, lehrt schon das einfache Beispiel 

Oe) —= 692 Rae 18 
Durch Anwendung der Summenformel fiir die geometrische Reihe 
finden wir namlich unmittelbar 


9 eit 
2 
o 1 +e 

z 42 
com me 
S COP INE = ae ae 

Um 
5 e l—e 


soda die Hauptlosungen fiir m= +(2s—1)a bew. m= +25 
(s eine positive ganze Zahl) Pole erster Ordnung aufweisen. Ubrigens 
kann aus den letzten beiden Formeln durch Trennung von Reellem und 
Imaginarem leicht die Wechselsumme und die Summe der trigonometri- 
schen Funktionen hergeleitet werden, und zwar bekommt man 


5 : 
S cosz Ve = — es =a 
@ COS 
28 sin (x) 
S sna Va =- cee 
@ cos — 
2 


i (40) 
sin Z TRO a Ns ae == 
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35. Drittens soll p(a) eine ganze Funktion mit 
| p(a)|< Cerl?! 


fiir alle x bei beliebig kleinem positiven ¢ und konstantem C sein. 
Dann behalten die jetzt offenbar fir alle x giiltigen Gleichungen 


ae : P d 
(12) G(é on) == 4 iF g(a + oz), 


atiao 


(14) F(e|o) = maf te (e+ w2)(=*— -) dz 


a-to 


ihren Sinn, wenn wir nicht mehr, wie es bei der Herleitung geschah, 
@ als positiv voraussetzen, sondern ganz beliebig komplex annehmen. 
Im gegenwartigen Falle existieren also die Hauptlosungen in der 
ganzen w-Ebene und sind ganze Funktionen in beiden Veranderlichen a 
und @. Diese Tatsache erméglicht die Herleitung eines Satzes, welcher 
eine Verallgemeinerung des friiher bei den Bernoullischen und Euler- 
schen Polynomen aufgetretenen und auch bei der Gammafunktion 
wohlbekannten Erganzungssatzes darstellt, dessen Analogon uns bisher 
noch fehlte. Ersetzt man in den Integralen (12) und (14) w durch — w 


und gleichzeitig z durch —1W— z, so erhalt man zunachst 
a+¢4o 4 
G («| — ow) =ife@ + w+ wz) ner ; 
a-tn 
atin ss 
we 
F(x — @) =a | het +o0+o2)(="—) ies 
a= ee) 
und durch Vergleich mit (12) und (14) dann weiter 
(15) G(e«— w|— wo) = G («| o), 
(16) F(x — w|— w) = F(a|o). 


Diese beiden Formeln driicken unter unseren gegenwartigen Voraus- 
setzungen bereits den gewiinschten Ergdnzungssatz der Hauptlésungen 
aus. Fur den Sonderfall der Bernoullischen und Eulerschen Polynome ist 
es nicht schwer, von den Gleichungen (15) und (16) aus zu der fritheren 
Form des Erganzungssatzes in Kap. 2, § 1 und 2 zu gelangen (vgl. 
auch Kap. 5, § 1); allgemein halten wir fest, daB der Ergdnzungssatz die 
Haupilosungen mit den Spannen w und —w miteinander verkniipft. 

Sprechen wir die Beziehungen (15) und (16) in der Fassung aus, 


daB G(a + |e) und F (2+ 2|0) gerade Funktionen von @ sind, 


§ 1. Anwendung des Cauchyschen Integralsatzes. 5 


so bietet sich noch ein anderer Weg zur Bestatigung dar, indem man 
zunachst Integraldarstellungen fiir die Bernoullischen und Eulerschen 
Polynome und Zahlen aufstellt. Diese Polynome sind ja Hauptlosungen, 
und wir konnen aus den Formeln (12) und (14) fiir m(x) =a” und 
@ = 1 entnehmen: 


atia 


E,@)=1 | @+27 


a—%4 0 


dz 


sin az 


2 


at%oa 


B, («) = J C | a)" (<%= =) ee 


\ 


a—-%n 


insonderheit fur «=O und « =} 


29 


Plate tae 
22 sin wz 


a-tn 


Weitere Integralformeln ergeben sich aus (12*), (14*), (12**), 
(14**): 


o 
y+ etl ay 
Cram (— | 2, 


6 6 
0 sh - 
2 


: eye a2” da 
jie easy mals ea 


sh2 aa 


wobei sha und cha den hyperbolischen Sinus und Kosinus von x bedeuten. 
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Entwickelt man nun die Funktionen g(a + mz) und f(x + wz) 
nach dem Taylorschen Satz und integriert gliedweise, so laBt sich aus 
den entstehenden, mittels einfacher Abschatzungen als bestandig kon- 
vergent zu erweisenden Potenzreihen in w 


/ 2 = uf 2y— 
(17) VC Ro) a= fea — = ep (x m+ Som d ) Gee ane 
P . 4 9° Doy 2 
(17) F(e+$|o) = [y(ede+ DOE ro ae 
oe ae ey, . Qy—1 Coal 5 exon) 
(18) G(a\o) = (x) tae FE SF (x), 


lo 2} 
) = Som Fe ptr) 


4 Qk ( ee 
(18*) Gla + Slo ae 


in der Tat das behauptete gerade Verhalten von F(e+ ar) und 


G(z+2|o) als Funktionen von m und damit der Erganzungssatz 
ablesen. 

Was wird aus diesen Reihenentwicklungen und dem Erganzungs- 
satz, wenn die Funktion q(x) keine ganze Funktion mit der Wachs- 
tumsbeschrankung | (x)| << Ce*!*! mehr ist? Oder allgemeiner: Was 
geschieht mit den Hauptlosungen, wenn wir q@ frei in der komplexen 
Ebene variieren lassen? Das ist die wichtige Frage, deren Beantwortung 
wir uns nach einigen jetzt folgenden Vorbetrachtungen im tibernachsten 
Paragrafen zuwenden wollen. 


§ 2. Verallgemeinerungen. Wachstum und Summierbarkeit 
der Hauptlésungen. 


36. Um der Funktion g(x) weniger einschrankende Bedingungen 
als bisher auferlegen zu kOnnen, ziehen wir die schon in Kapitel 3, § 1 
eingefuhrte Funktion 


A(a) == x? log? a, pig 0 


heran, mit deren Hilfe wir in vielen Fallen die Konvergenz der Ausdriicke 


(19) Vales | 34) = ij p (z)e-74@ Gio = o>) Q (a a s@) e772 @+8 0) 


(20) G (a| ow; n) j= 2D) ¢ sis 1s p(%+ swe —ni(%@+8m) 
s=0 
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erzwingen und dann durch den Grenziibergang y7—>0 zu den Haupt- 
losungen gelangen kénnen. Zunachst lat sich nachweisen, daf& man in 
den bisherigen Fallen bei Verwendung der Funktion A(w) zu denselben 
Losungen kommt wie friiher. Aber die neue Methode tragt weiter. 

Beispielsweise moge wie bei der Annahme in 84. die Funktion (x) 
in einer Halbebene o > 0 regular und daselbst 


lp(2)| < Ceol, 


aber nicht mehr wie friher notwendigerweise in einem Halbstreifen um 
die reelle Achse | p(x)| < Ce*!*! sein. Dann konvergieren méglicher- 
weise die Reihen (4) und (5) fiir keinen positiven Wert von w. Hin- 
gegen sind die Ausdriicke (19) und (20) bei p> 1 oder bei p—1, 
g>O fur jedes positive 7 konvergent. Setzen wir w= oe'¥ und 


4 — 23 : . 
nehmen | wp | < op? o=—b an, so konnen wir sie entsprechend den 


fruheren Schlussen zunachst durch Schleifenintegrale iiber den Weg C,, 
nachher durch Integrale uber den Weg C, darstellen, vorausgesetzt, 


daB die geradlinigen Stucke von C, mit der positiven reellen Achse 
Winkel von kleinerem Absolutbetrage als 9 —|w| bilden. In diesen 
Integralen ist fiir genigend kleines 9 der Grenztibergang 7—0 statthaft 
und fiihrt zu einem von A(x) unabhangigen Grenzwert. So gewinnt 
man wieder die Integrale (8) und (10). In ihnen kénnen schlieBlich 


die geradlinigen Stucke von C, so weit gedreht werden, bis sie mit 
der positiven reellen Achse die Winkel + e —|y ) bilden. Dabei 


sind die Integrale konvergent, wenn wm den Bedingungen 


o< a cosy fiir (10) 
bzw. 


o< — cos y fiir (8) 
genugt. 

Damit ist die Existenz der Grenzwerte von (19) und 
(20) gezeigt. Diese sind zudem unabhangig von der be- 
sonderen Wahl von A(x); nur miissen p und g genugend Fig. 14. 
groB gewahlt werden, um die Konvergenz von (19) und 
(20) zu sichern. Die hierdurch definierten Hauptlosungen F («| @) und 
G(x|@) sind analytische Funktionen von a und a, welche in der Halb- 


ebene o >b und fiir Werte von w im Innern eines Kreises' vom 


Radius = um den Punkt = (Fig. 14) bzw. vom Radius um den 


as 

Qk 

Punkt = regular sind. Wenn @ aus diesen Kreisen herauswandert, 
k 


brauchen die Integrale nicht mehr konvergent zu sein, sodafi wir dann 
liber F(a|@) und G(x|q@) vorlautig nichts aussagen konnen. 
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37. Insbesondere st6&t man fiir positives a wieder auf die Glei- 
chungen 


atin 
‘ az Aa 
G (| o) =f p (@ + wz), 0. O=> 
a-tn 
ios 2 2 
a 1 
F(e|@) = 51, f fe + 02) (<7) dz, O20 a 
a—-%o 


Aus ihnen schlieBen wir unter Benutzung des Majorantenwertes fiir @ (x), 
daB fiir festes m in der Halbene o =>b bei konstantem C, und C, 
die Abschatzungen 


(21) |G(e|o)|<Ce*l81, Oc wa, 
2 
(22) Pinatas jee Cac 120 ae Oe ee 


bestehen, daB also die Hauptlosungen denselben Wachstumsbeschran- 
kungen unterliegen wie die Funktion q(x) selbst. Diese Eigenschaft 
ist charakteristisch fiir die Hauptlosungen. Denn eine periodische 
Funktion x (2) mit der Periode @, die in einer Halbebene und dem- 
nach fir alle x regular ist und einer Ungleichung 


| (a) |< Oe Pikay (ene 


geniigt, mu sich auf eine Konstante reduzieren. Ahnlich ist eine 
Funktion p(z) mit p(«-+)= — p(x), die in einer Halbebene und 
somit fiir alle w regular ist und fiir die 


ip) | eC pet tell Oe Ore omer, 


gilt, wegen p(x+2m)=—p(x) eine Konstante, und zwar wegen 
p(x + w) = — p(x) Null. 

Wir konnen also die Hauptlosungen F(x|w) und G(a|@) der 
Gleichungen (1) und (2) so kennzeichnen: F(«|@) und G(a|q) sind 
regular im Streifen 6<o<b-+ qm und dort fiir jeden festen Wert 


von m aus dem Intervalle 0 < w =< ae lie Oe GZ _ und fir be- 


liebig kleines ¢ den Bedingungen (22) bzw. (21) unterworfen. Jede andere 
Losung mit denselben Eigenschaften wie F(x|q) unterscheidet sich 
von F(«|q@) um eine Konstante, wahrend G (#|q) eindeutig bestimmt 
ist. Unter allen reguléven Losungen sind also die Hauptlésungen die 
von kleinstem Wachstum in bezug auf x. 
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38. Die Ungleichungen (21) und (22) lehren, daB die Haupt- 
losungen summierbar sind, daB also die Grenzwerte 


SG@|o) 72 


@ 


und 
xv 


S F(x|w)A« 
a @ 

existieren. Daher kann man auf die Funktionen G(x|q@) und F(a|«) 
unsere Summationsoperationen beliebig oft nacheinander anwenden und 


so zu immer neuen Transzendenten aufsteigen (vgl. Kap. 7). Auch 
diese Eigenschaft kommt nur den Hauptlésungen zu. Denn wenn 
p(x + w) = — p(a) ist, erhalten wir 


© 2% 
2 . (—1)' ple + sw) e740) — 2 b (x)e-7# Dy en782, 
s=0 s=0 

Der letzte Ausdruck nimmt fiir 7—»0 auBer bei p(x) 0 unbegrenzt 
zu; die Funktion p(x) ist also nicht wechselsummierbar. Ahnlich ist 
eine periodische Funktion a (a#) nur dann summierbar, wenn a (a) eine 
Konstante ist. Lediglich die beiden Hauptlisungen sind demnach sum- 
mierbare Funktionen (jede in ihrer Art), wahrend jede andere Lésung 
nicht summuierbar ist. Dieser Satz ist besonders wichtig. Will man 
namlich eine nichtlineare Differenzengleichung aufldsen, so muf man 
im allgemeinen eine Methode der sukzessiven Approximationen be- 
nutzen, bei der man jede neue Annaherungsfunktion aus der vorher- 
gehenden durch Auflosung einer Gleichung von der Form (1) erhalt. 
Dabei konvergiert das Approximationsverfahren dann und nur dann, 
wenn man als Annaherungsfunktion stets die Hauptlosung nimmt. 


39. Jetzt wollen wir fiir F(x |) eine Fouriersche Reihe aufstellen. 
Hierzu tragen wir in den wber den Schleifenweg C, genommenen 
Integralausdruck fiir F(x|@; 7), der bis auf die neu auftretende Funk- 
tion 2(x) mit (6) ibereinstimmt, die Entwicklungen 


mm < 
2uImz 


1 == s erring one 
—24tz ! 1 — en 22 


Lame n=1 


auf dem oberen und 


: = — SD) e-2aine ee 


es pemie 


auf dem unteren Teile von C, ein. Nachher andern wir wie fruher 
> 2a : *, 
Tite Oo <a) 0 oar und o > b — «qm den Integrationsweg ab, fuhren 7 nach 


Null und deformieren den Integrationsweg nochmals. Dann finden wir 
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tt+aw m fo) 
: 200 ; 
(23) F(e\@) =| ple dz— 2 Slim i gp (2) e774 @) Ape (z — «) dz-+R,, 
a n=1 eae 
mit atto a aaalg a-tn poem Cohne 
ype (at wz ee dete Clee i ny py 
m 1 — e722 


a 
Wenn m unbegrenzt zunimmt, strebt R,, nach Null.  Setzen wit 
%—=x+am und sei etwa A(z) =z, so ist damit die Fouriersche 
Reihe fiir F («| a) 


2 yD 

(24) F(x sjo)= a +2) (a, dos = OE Py, sin) 
mit den Koeffizienten 

Ly 
(25) ay = J p(2) dz, 

a 
(25*) a, = —lim ii Wale Wome iors nee. aes 

y->0 2 o 
(25**) b,, = — lim J p (zje-7” sin ——— “dz 
n>90 


ER ON AS es gilt bei beliebigem x, in der Halbebene R(x) > b 
fur O dees Sa ee Tle, 


Fur die Anwendungen ist es oft bequemer, andere Darstellungen 
fir die Koeffizienten zu benutzen. Wenn man (24) in der Form 


(x | w) =fot z) dz > (a, cos 2" (a Io) + On sin =" (g = 9) 


schreibt, een sich fur die Koeffizienten durch zweimalige Ab- 
anderung der Integrationswege die Ausdriicke 


1 ¢. yoo 
an = = fle (%y +iz)— p(a,—iz)le ° dz, 
0 


20nz 


oh = — Jp @+iz)tp(e—idle © dz. 
0 


Fir «@ = — 5 bzw. «+0 und A(z) =z? gewinnt man aus (23) Aus- 
driicke fir F(v+%|o) und F(z|o), durch gliedweise Subtraktion 
dieser beiden dann fiir G(w|q@). Sie stimmen fiir m—»oo mit den 


Entwicklungen (84), (86) und (87) aus Kapitel 3, § 7 iiberein und sind 
in der Halbebene o > b konvergent. 
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§ 3. Analytische Fortsetzung der Hauptlésungen. 


40. Die bereits am Schlusse von §1 angekiindigte analytische 
Fortsetzung der Hauptlosungen iiber den urspriinglichen Definitions- 
bereich hinsichtlich 2 und @ hinaus wollen wir unter zwei einfachen, aber 
doch bereits zu bemerkenswerten Ergebnissen fiihrenden Voraussetzun- 
gen tuber (x) studieren. 

Erstens nehmen wir an, daB p(x) eine ganze Funktion von x ist, 
bei der fiir beliebig kleines positives ¢ und konstantes C die Ungleichung 


|p ()| < Ce@roiel 


erfullt ist, wahrend dies fiir kein negatives ¢ mehr zutrifft. Die Haupt- 
l6sungen G(x|q@) und F(a|q) sind dann, wie aus den Integralen (12) 
und (14) hervorgeht, regular fiir alle endlichen x und fiir die Werte 


; ; 2 a, > 
von @ im Innern der Kreise |@| = + bzw. | w | Sa Fiir diese 


Werte von qm besitzen sie, was sich ganz wie frither ergibt, einen Er- 
ganzungssatz 


Gie—-o|—o)=Gelo), |ol<*, 


F(@—o|—0)=F(elo), lol <%%, 


und Potenzreihenentwicklungen in w von der Form (17), (17*), (18) 
und (18*). Von diesen haben infolge unserer Voraussetzung iiber @ (x) 
nach dem Cauchy-Hadamardschen Kriterium die erste und zweite den 


a ead 3 é 3 # : a 
Konvergenzradius —-, die dritte und vierte den Konvergenzradius a 


Auf den Kreisen |w| = = und | w|= a muB also je ein singularer 
Punkt der Funktionen G (a | @) bzw. F(a|@) gelegen sein; es kann sogar 
vorkommen, daB die Kreise singulare Linien in der @-Ebene bilden. 

Als Beispiel betrachten wir fur beliebiges komplexes f die Funk- 
tion y (a) = e4*. Aus den Integralen (12) und (14) bekommt man durch 
Verschiebung des Integrationswegs um 1 nach rechts unter Beachtung 
des Cauchyschen Integralsatzes 


Dek? ua 
SET ra art Poi: 
ef pa 1 22 
Boys ewer’ NS cha 
Se WE Ua ae lol <TR 


Demnach sind G(x|w) und F(x|w) meromorfe Funktionen von @ mit 
(2s—l1)ai 1. 2s nt 
ee DEW, « C) Sage 3 


(s eine positive ganze Zahl), also insbesondere mit je einem Pol auf 


einfachen Polen in den Punkten w = =E 


Noérlund, Differenzenrechnung. 6 
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dem Konvergenzkreise der oben erwahnten Potenzreihenentwicklungen 
in w. Fir 6 = +1 gewinnt man leicht Summe und Wechselsumme 
der hyperbolischen Funktionen. 

A1. Zweitens wollen wir singuldve Stellen von (x) im Endlichen 
zulassen. Dann werden die Verhaltnisse ganz anders. Es moge etwa 
p(x) eindeutig sein, im Endlichen eine endliche Anzahl singularer 
Stellen f, (vy =1,2,..., m) aufweisen und fiir hinreichend groBe Werte 
von |z|, d.h. auBerhalb eines Kreises von gentigend groBem Radius, 
der Wachstumsbeschrankung 


Ip) <eteole 
unterworfen sein. Weil es nur endlich viele singulare Stellen von @ (a) 


gibt, lassen sich zwei reelle Zahlen 6 und b derart ausfindig machen, 


daB (a) fir o >b und fir o <b regular ist. Dann gelten in der 
Halbebene o > 6 die Integraldarstellungen 


a+to 
me 3 dz a 
(26) G(elo)=i{e@ +o), 0: Oras 
a-tn 
He atic 
; , 1 a a 2 Wn 
2 —— | e Pe aa 
(27) F(a|@) pa | re + @ 2) es dz, OF Oa, 
* @-%4o 


Nun seien ¢,, C,,¢,,¢, die durch folgende Ungleichungen charak- 
terisierten Halbkreise in der w-Ebene (Fig. 15): 


Q] 


Ce Ro) = 0; 021 al -, Pea ins) SSSXO SO Fe |e3)) <=, 


ne 2 E 
4: R(o) 20, 0<|o|<2%, %: R(w) <0, 0<|o| < 2%. 
V) 
6, Y WA 
| \ \g -70 
Fig. 15. Fig. 16. 


Dann kann man erreichen, daf die Integralausdriicke, solange a in 
o> 6 liegt, fur alle w in c, bzw, c, in Kraft bleiben. Man braucht 
nur den Integrationsweg so abzudndern, wie es die Fig. 16 andeutet 
und die geradlinigen Stiicke parallel der reellen Achse Ponibena 
nahe an dieser und hinreichend lang zu nehmen. Hieraus geht her- 
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vor, dab G(x|w) und F(x|m) fiir die angegebenen Werte von « 
und w regulare Funktionen sind. Solange w~ im Inneren von c, bzw. c, 
liegt, konnen wir auch die analytische Fortsetzung von G (x|@) und 
F(x|w) tiber die Halbebene 6 >} hinaus in einfacher Weise be- 
werkstelligen. Dazu wahlen wir in den bereits in Kapitel 3, § 2 und 
§ 6 benutzten Beziehungen 


G (a|o) = (—1)"G (zx + malo) +23! (—1)¥ p(e + sa), 
m—1 
P(e ay) = F(x + mo|o) — o>) p(e +s) 


die Zahl m so groB, daB «+-mwm in die Halbebene o > 0 riickt und 
daher das erste Glied rechts je eine regulare, durch Integrale der 
Gestalt (26) und (27) darstellbare Funktion wird. Es sind also G (a|q) 
und F(x|q@) fiir Werte von @ im Inneren von c, bzw. c, eindeutige 
Funktionen von w# und @. In der x-Ebene haben sie bei festem wm 
die singularen Stellen 

fi Seg, Reo sa 

is In. Be ooo Ue 


welche auf Halbgeraden von den Punkten f, aus nach links im Ab- 
stande |@| voneinander liegen, und im tibrigen sind sie regular. Halt 
man hingegen ein von den #, verschiedenes x fest, so bekommt man 
die singularen Punkte in der w-Ebene durch 


ip ain ge ae iP 


es Gacg V0. 


Sie befinden sich demnach auf Radienvektoren aus dem Nullpunkte, 
welche wir die singuldren Vektoren nennen, und haufen sich auf 
diesen nach dem Nullpunkte zu. Der Punkt m=O ist also eine 
wesentlich singulare Stelle der Hauptlosungen. In der Umgebung der 
singularen Stelle = f,—sq@ in der x-Ebene sind G(a|w) und 
F(a|a@) von der Form 


G(e|@) = 2(—1)' p(e@+s0) + y(elo), 


F(a!) = —wo(z+so)+ zx (z\o), 


wobei sich y(a|@) und z(~|w) im Punkte x= fp, —sq@ regular ver- 
halten. Insbesondere ist daher der prinzipale Teil von F(a|q@) in 
allen Punkten x= f,—sq _ derselbe. Wenn zwel oder mehrere 
singulire Stellen zusammenriicken, lassen sich die letzten Uberlegungen 
leicht entsprechend abandern. 

42, Bisher ist w noch auf den Halbkreis c, bzw. c, beschrankt. 
Um uns hiervon freizumachen, ziehen wir eine andere Fortsetzungs- 

6* 
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methode heran, die uns auch sonst viele wertvolle Aufschliisse liefern 
wird. Wir fiihren die Untersuchung zunichst fiir die Funktion G (x|@) 
durch, die, wie sich herausstellt, von einfacherer Natur als Ff «| a) 
ist. Die Integraldarstellung (26) kann in der Gestalt 


tatawtion 
(28) jo) == [e@)—=—,, 0<o<¥ 


Z+awm—-7Twoow sin — ~ (22) 


>| | 


geschrieben werden. Lassen wir x auf einer Parallelen zur reellen 
Achse, die keinen der singularen Punkte §,. trifft, nach links wandern, 
so verschiebt sich auch die Integrationslinie 
nach links. Wenn wir mit ihr an einen der 
Punkte £, kommen, so buchten wir sie zunachst 
nach rechts hin aus. Wollen wir diese Aus- 
buchtung nach rechts durch eine nach links 
hin ersetzen, wodurch wir die Integrationslinie 
iiber den Punkt f, hinweggebracht hatten, so 
mlssen wir offenbar das Integral uber einen 
kleinen Vollkreis um f,, d. h. das 2a1-fache 
Residuum des Integranden im Punkt #,, hinzu- 


Fig. 17. addieren. Ist x in der Halbebene o <b an- 
gelangt, so hat also Be) die Form 


(29) G(z|o)=— “2 ( —@®) ee 


sin — C9) mies sin—(z—2) 


angenommen. Dabei haben wir die Cauchysche Schreibweise 2 (plz ) (2) 


fur die Residuensumme von y(z)w(z) in bezug auf die singularen 
Stellen von q(z) angewandt. Setzen wir 


(30) Oy (a | ) _ 2a é ( (2) 


(69) = 4 
Ss ——- —zZ 
in (x 2) 


so konnen wir kirzer 


at¢io 


(31) G(«|o)=8(a\o )+ if pl (« + wz) 


a-4n 


sin x Oa TAH 
schreiben, Das Integral rechts stellt eine fiir 6 <6 und Werte von 
wm inc, regulare Funktion dar. Fiir diese + und q@ weist daher 

G(x|) dieselben singularen Punkte wie § (a |@) auf. $8 (a|q@) ist aber 
nach (30) offenbar eine eindeutige periodische Funktion von a mit der 
Periode 2q@. Sie ist festgelegt, sobald wir die prinzipalen Teile von @ (a) 
in den Punkten f£, kennen, geniigt den Relationen 


Be+ola)=—Belo), Ble|o)—B|—o) 
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und besitzt die singularen Stellen 


“= py + sw (s=—= 015.2, 22.) 


von leicht tbersehbarer Natur. Sind z. B. die £ 


» emfache Pole von 
gy (z) mit den Residuen B,, so wird 


(32) B (| 0) = 22 S)—__** —_. 


© y=t sin— (4 — By) 
(@) 


43. Damit ist fir Werte von w in c, das Verhalten von G(x|@) 
in der ganzen w-Ebene aufgeklart, und wir kénnen uns dem Halb- 
kreise c, in der m-Ebene zuwenden. Wir halten im Integral (28) 
x in der Halbebene o > 6 fest und lassen w von einem positiven Werte 


. we . ee, ° . 
kleiner als > aus einen positiven Umlauf auf einem Kreise um den 


Punkt @ = 0 herum ausfiihren. Dabei walzt sich die Integrationsgerade 
auf einem Kreise um den Punkt x herum (Fig. 18). Bei Passierung eines 
der Punkte #, haben wir jeweils genau wie frither zur rechten Seite von 


(28) das —.24-fache des Residuums des Integranden im Punkte £, 


hinzuzufigen. Wenn q@ auf der negativen reellen Achse angekommen 
ist, ist die Integrationsgerade iiber alle singularen Punkte hinweg- 
gegangen, und die Gleichung (28) hat die Gestalt (29) oder (31) an- 
genommen. Setzt @ seinen Umlauf bis zur positiven reellen Achse, 
d.h. bis zu seiner Ausgangslage, fort, so passiert die Integrationsgerade 


Fig. 18. Fig. 19. 


von neuem alle singularen Punkte f, (Fig. 19). Aber diesmal werden die 
bei der Uberschreitung anzubringenden kleinen Kreisbogen im entgegen- 
gesetzten Sinne wie friiher durchlaufen. Es werden also nacheinander 
alle frither hinzugefiigten Residuen wieder abgezogen, und wenn @ die 
positive reelle Achse wieder erreicht hat, ist G («| w) zu seinem Aus- 
gangswert (28) zuriickgekehrt. Hieraus folgt, dap G (a | w) in dey Um- 
gebung des Punktes w= 0 eine eindeutige Funktion von w 1st. 
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In der soeben fiir negative Werte von m und ftir Werte von # 
in der Halbebene o > 6 als giiltig erkannten Darstellung (31) konnen 
wir nun w bei einem negativen Werte festhalten und a in der fruheren 
Weise nach links wandern lassen. Dadurch verschiebt sich die Inte- 
grationsgerade nach links, und beim Uberschreiten der Punkte , fallen 

die Bestandteile des ersten Gliedes rechts nach- 

einander fort. Hat x die Halbebene o < 6 er- 

reicht, so ist aus der Gleichung (31) wieder die 

fy ye Gleichung (28) oder (26) geworden. Durch die 

friher angegebene, aus Fig. 16 ersichtliche Ab- 

anderung des Integrationswegs uberzeugt man 

es Ee sich, dafs die Integrale in (31) und (26) nicht nur 

fiir negative reelle m, sondern allgemeiner fur 

alle @ aus’ ¢, utid o 2b) bzw? oe b regulare 

Funktionen darstellen. Wir beherrschen also 

Fig. 20. jetzt auch fur Werte von w in c, das Verhalten 
von G(x|q@) in der ganzen a Ebene. 

Zusammenfassend kénnen wir sagen: Die Funktion G(a|@) ext- 


stiert in der ganzen a-Ebene und im Kreise |a| <= als eimdeutige 
Funktion von « und w. Fiir jeden von Null verschiedenen Wert von w 
in |o|< - hat sie in der x-Ebene die singuléren Punkte 


S105 lin Jour 
x = B,—so@ phe 
tt PAS Base Wh 


auf Halbgeraden, und fiir jeden von den f, verschiedenen Wert von x 
in dey w-Ebene die singularen Punkte 


o=0, 7 ee eas ends 
Ss == 1562 ert 


auf singularen Vektoren. In den Halbebenen 6 >b und o <b gestattet 
G(a|q) die Darstellungen*) 


att o 2 
° & oO 2 ; 
G@|o)=i | p@+toda—, elt ait om 
: 6 = 0,0 In 6; 
ae o<b, Oungce 


3) = 
) Sin xe GS Wy Gy ia, Ce 


a-7n Hf 


44. Ersetzen wir fir o > b in der letzten Gleichung w durch — » 
und gleichzeitig z durch — 1 — z, so erhalten wir 


*) Die Integrationswege sind nétigenfalls gemaf Fig. 16 abzuandern. 
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atin 

9 ; dz j 
G(z|—o)=Belo)+i [ pe@t+o+o) =, o>d, wing. 

a-tn 


Das letzte Integral stellt aber fiir die angegebenen Werte der Ver- 
anderlichen gerade die Funktion G(a-+|q@) dar, und wir konnen 
die Gleichung 


(33) G (a — w| — w) = G(a| w) — $(x| w) 


ablesen. Diese gibt uns die endgiiltige Formel fiir den Evgdnzungs- 
satz der Wechselsumme, von dem wir bereits in der Beziehung (15) 
einen, freilich sehr speziellen Fall kennengelernt haben. Natiirlich gilt 
die Gleichung (33) nicht nur unter den Voraussetzungen ihres Beweises, 
sondern allgemein fiir jede regulare Stelle der 2- und der w-Ebene; 
sie zeigt, daB die Wechselsummen G(a|@) und G(x — w|qw) mit den 
entgegengesetzt gleichen Spannen @ und — @ miteinander durch Ver- 
mittlung einer periodischen Funktion $(x|m) in Verbindung stehen, 
die nur von den Singularitaten der gegebenen Funktion g(a) abhangt. 
Ist m(x) speziell eine ganze transzendente Funktion, welche unserer 
Wachstumsbeschrankung unterworfen ist, so reduziert sich §§ (a| @) 
auf Null, und wir gewinnen die Gleichung (15). 

Insbesondere lehrt der Erganzungssatz, daf auch die Funktion 
G (a — w|— @) eine Losung der Gleichung (2), also 


V G(e — @|— o) = (2) 
ist. Ftir diese Funktion G(x — m|— m@) gibt es einen bemerkenswerten 


Ausdruck, der durch Summation nach links zustande kommt. Setzen 
wir namlich 


also etwa fiir A(v) = 


ao 


G(—a|o) = 2lim S(- 1)" pla — sme @—8en, 
so finden wir iiber ein Integral der Form (26) hinweg 
G(—2|)=G(z|—@). 


Fir positives w < = und 6 < b+ wm gilt also die gewtinschte Formel 


eo 


(34) G(a#—@w|—o)=2 lm ie Le! oles wye-1 eer 


7>0 s=1 
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insbesondere 
G(« —w|— w) = 2 >(— 1)8+1 o (a — so), 
=1 


wenn die rechtsstehende Reihe konvergiert. 
In Verbindung mit dem Erganzungssatz gibt die Formel (34) 
fiir die periodische Funktion (a |) die belangreiche Darstellung 


B (x | w) Owe lim ay — Ala (a + s@)e —7 (@+ 809)? 


y>0 s=—-@2 
oder auch 


B (a | wo) = 2 lim ey (—1)P p(e@+so)e—7!8l, 


7>0 s=—2 


wenn dieser Grenzwert existiert, und 


B(x |w) = 2 Poe 1)"p (a+ so), 
s=— 0 
wenn die Reihe rechts konvergiert. Die Funktion $(2|q@) laBt sich 
also dadurch bilden, daB man yp (@ ) sowohl nach rechts als auch nach 
links summiert. | 


45. Bei der Funktion F(x|q@), zu deren Behandlung wir jetzt 
ubergehen, liegen die Verhaltnisse dadurch wesentlich verwickelter, das 
die unter dem Integralzeichen in (27) stehende Funktion 


(35) f(a) fo (z) dz (a > b) 


als Integral einer eindeutigen Funktion im allgemeinen mehrdeutig ist 
und in den Punkten x = f, logarithmische Verzweigungspunkte hat. 
Um eine eindeutige Bestimmung fiir f(w) zu erzielen, schlitzen 
wir die x-Ebene von den Punkten «=, aus langs Halb- 
| geraden parallel zur negativen imaginaren Achse auf. In der 
so zerschnittenen Ebene ist f(a) eindeutig. An die Stelle des 
hz fruheren kleinen Kreises um den Punkt f, tritt hier ein 
| 
| 


By 


Schleifenweg I’, (Fig. 21), der auf dem rechten Ufer des zu f, ge- 
horigen Verzweigungsschnitts aus dem Unendlichen herkommt, 
den Punkt #, umschlingt und auf dem linken Ufer wieder ins 
Unendliche verlauft. 


Fig. 21. 
{9} 
Pilg se Oe a konnen wir F(x|o) in der aus (27) ent- 
springenden Form 
Ltawtian 


(36) F(a” |w) = ras if f(z) eae 
sin = (za) 


ttan—-iwn 
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schreiben. Lassen wir wie friither x bei festem q@ nach links bis in 


die Halbebene o < b rucken, wobei wir, wenn die Integrationsgerade 
iiber den Punkt f, hinweggeht, ein Schleifenintegral uber I’, hinzu- 
zufugen haben, so finden wir 


atta 
87) F(elo)=Uejo)+s-; f fe +o2)(—*-\ de, o <b, 


mit 


(38) iii ois fr@ Geiss dz. 


sin aa (@—2) 


Fur die Funktion J/(«|@) kann vermége Teilintegration auch die 
Darstellung 


(39) LT (@\ @) = —ai Sip, ~ &(~)) cob ~ (a — 2) 


aufgestellt werden, wobei B, das Residuum von qg(z) im Punkte f, 
bedeutet. Z. B. wird, wenn alle f, einfache Pole fiir (a) sind, 


(40) The | @) = — ai S12, = 378, x cot—(« — fy). 


Die Funktion [7 (x|q@) ist eine periodische Funktion von x mit der 
Periode @m, die den Relationen 


n 
Wien) — i te), Li ia |) == (ae esi go Tees 
y1 
gentigt, die singularen Stellen 


tis= BE SO, Set () lee Ree 
hat und mit der Funktion $(a#|q@) durch die Beziehung 
Dll (a 20) = ta a) 


zusammenhangt. Da die Integrale in (27) und (37) bei geeigneter 
: z 25 
Abanderung des Integrationswegs nicht nur fur 0 <0 < > sondern 


fiir alle @m aus c, konvergieren, ist damit flr @ in c, die F unktion 
F(x!) in die ganze #-Ebene fortgesetzt. In der Halbebene o <b 
besitzt sie nach (37) dieselben singularen Stellen wie IGE al KGa), 


46. Zur Fortsetzung in den Halbkreis c, der w-Ebene halten wir 
in (36) x in der Halbebene o > 6 fest und lassen @m von einem post 
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tiven Werte kleiner als ee aus einen Umlauf in negativem Sinne um den 


Punkt w= 0 herum ausfiithren (Fig. 22). Wenn w auf der negativen reellen 
Achse anlangt, ist die Gleichung (36) in die Gleichung (37) mit 
II (|) aus (39) tibergegangen. Fiir die von w auf seiner Wande- 
rung angenommenen Werte in der unteren q@-Halbebene ist namlich 
die Umformung von (38) in (39) zulassig. Es wird also der Wert von 
F(x|q@), wenn @ in negativer Umlaufsrichtung von der positiven zur 


negativen reellen Achse geht, durch (37) und (39) gegeben. Wenn hin- 
gegen der Umlaufssinn positiv ist (Fig. 23), muB man in (38) das Integral 
fiir negatives @ auswerten und findet dann 


n atta 
(41) F(@e|o)=226 SB, 4M e\0)+ 5-5 f f@+o2(=*,) ae, 
pT a-in 


wobei JT (#|w) aus (39) zu entnehmen ist. Die Werte von F(a | @) 
fiir negatives @ sind demnach verschieden, je nachdem w von positiven 
Werten aus durch die untere oder obere w-Halbebene zu negativen 
Werten tibergeht. Folglich ist F(x|w) keine eindeutige Funktion von w 
(wofern natiirlich q (a) wirklich Singularitaten aufweist und nicht durch- 
weg regular ist). Der Unterschied unserer zwei Bestimmungen von 
F(a|m) in der Umgebung des Punktes w = 0 betragt 


n 
20% >) By = — 221B, 
v=1 
wenn wir mit B das Residuum von (a) im Unendlichen bezeichnen. 
Die Funktion F(a#|c) ist demnach von der Gestalt 


(42) F («| w) = — Blog w + F, («| a), 


wobei F,(x|w) in der Umgebung von w=0 eindeutig in q ist. 
Schlitzt man die w-Ebene langs der negativen imaginaren Achse auf, 
so wird F(a | @) eindeutig und fiir negatives @ durch die Gleichungen (41) 
und (39) festgelegt. Halten wir in ihnen @ bei einem negativen Werte 


§ 3. Analytische Fortsetzung der Hauptlisungen. 91 


fest und lassen 2 aus der Halbebene 6 >} in die Halbebene o <b 
wandern, so stoBen wir wieder auf (27) und konnen schlieBlich durch 
eine einfache Weganderung in (27) und (41) F (x|@) als regular in ¢, 
und o > } bzw. o =< Bb nachweisen. 


Die Funktion F(a|q) laBt also eine analytische Fortsetzung in die 


ganze x-Ebene zu und existiert in der w-Ebene im Kreise | w| <= Bs 


In « ist F(x|w) eindeutig, in w hingegen in der Umgebung der Stelle 
o=0 unendlich vieldeutig. Die singuldven Stellen in der x-Ebene 
hegen auf Halbgeraden in 


§==0y tbs By coc 
2==f,— sow ( i) 


iee ab Oh. eiteee ip 


die in dey w-Ebene im Nullpunkt und auf singuldren Vektoren in 


ae pa 
a ia [oO Oe 2 


Aus (27) und (41) erhalt man den Evgdnzungssatz der Summe 


(43) F(x — w|— w) = F(e|o) — I (x\o), 


der, zunachst nur fir positive @ bewiesen, ftir alle regularen Werte 
von x und w in der aufgeschlitzten Ebene besteht und eine der wich- 
tigsten Eigenschaften der Summe zum Ausdruck bringt. Ist q(x) im 
Endlichen singularitatenfrei, so wird [J («| m)= 0, und die Gleichung (43) 
geht in die frithere Gleichung (16) ce 


AY. Mittels der Funktion 
F(«|) = Sri [= 8) 
die mit F(a| w) durch die Relation 


— F(—2|o) = F(«|—o) 
verkniipft ist, ergibt sich bei A(#) = 2°? und m > 0 durch Summation 
nach links 
f \ f x7 —7 (%@—so)* \ p— 7 2 Feil 
(44) F(a|—o)=lim{o >, p(z@—sa)e —ferle os 
47> s=0 —o 
und durch Summation nach links und rechts 


(45) IT(x | on) = tim { fr@ ye* dz —w >| (w+ sa@)e-7 Gate 


nro 4 s=-—0 


wobei die Integrale langs eines Weges zu erstrecken sind, welcher die 


92 Viertes Kapitel. Die Hauptlésungen im komplexen Gebiet. 


von den Punkten f, ausgehenden Verzweigungsschnitte nicht trifft. Die 
letzte Gleichung ist gultig, wenn 0<w < = ist und a nicht auf einer 


Parallelen zur reellen Achse durch einen der Punkte #, liegt. Sie 


vereinfacht sich zu 
(46) II (x\o)=f p()de—o Sp(e+so), 


wenn die Ausdriicke rechts konvergent sind. 

Die periodische Funktion JI (a|q@), die in eigentumlicher Weise 
mit der Funktion w(x) zusammenhangt und gebildet werden kann, 
sobald man die Singularitéten von g(a) kennt, laft sich in eine 
Fouriersche Reihe entwickeln, deren Koeffizienten in einfacher Weise 
durch g(a) darstellbar sind. Ordnen wir die Punkte f, nach ab- 
nehmendem Imaginarteil 


3(6,) 2 3(B_) 2-° 2 3(6,) 


und gehoren 2 und a, dem Parallelstreifen zur reellen Achse 


3 (By) => 3 (%) > 3 (B41) 


an, so haben die Fourierschen Koeffizienten von JJ (a#|q@) in der Ent- 


wicklung 

= ay) +2 S/( ee in m2 
(47) IT (x | w) = a, 4 2 a,,cos——_— + b,, sin —— 
die Werte 


| we) Xy+ w 
@y—) lim | J o@er ax — J ee) Cate aL 


»->0 
- By— 0 


Loto 
: 2anx 
a, = — lim pp (x) Cal COS dae 
y>0 o 
Zo— 00 
Lota 
; . 2Qane 
b,, = — lim py (a) e-1® sin ——— dz; 
n—->0 oO 
Zo—-n 


wie man durch Heranziehung des in a gleichmaBig konvergenten Aus- 
drucks (45) findet. Integriert wird hierbei iiber eine Parallele zur 
reellen Achse durch %, bzw. im ersten Integral von a, uber eine keinen 
Verzweigungsschnitt treffende Kurve, die sich nach links und rechts 
ins Unendliche erstreckt. 
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Bedeutet wie friiher B, das Residuum der Funktion y (#) im 
Punkte f,, so gilt offenbar 


ay = — 20t D/B,. 
s=1 


Auch fur a, und 6,, » >0, konnen wir ahnliche Residuenausdriicke 
22nx 


gewinnen. Zerlegt man z. B. im Integral fiir a, die GréBe cos 
2a BL _2 nin 

n5Ze° +e ©® und verschiebt man die Integrationslinie fiir den 

ersten Bestandteil nach oben, fiir den zweiten nach unten bis ins Un- 

endliche, so folgt 


a,=—xif lowe @ ol4ai el [p @e ea 


Dabei bezeichnet “? die Residuensumme fiir die Punkte Hipp cme ee tesa | 
2” die Residuensumme fiir die Punkte f,41,...,8,. Abnlich wird 


=-2 Eve Clo@e * |. 


Bei dieser Bestimmung der Koeffizienten konvergiert die Reihe (47) 
absolut und gleichmafig im Streifen 9 (f,) > 9 (#) > 3 (6,41) und stellt 
dort die Funktion II (a|q@) dar. Offenbar wird a@,=0 in der Halb- 
ebene 3(x) > 9(6,) und. a, = 2a7iB in der Halbebene Y(z) < $(f.). 

48. Fir die Funktion 8 (x|@) bekommen wir vermége der Formel 


Be|o)= AT @|20) 


2aing QUIing 


2 wine r( Quinw. 


die ahnliche Entwicklung 


(48) B(e|@) = >) (cene1 005 G2 tah) Ph Syed sn 


n=0 


worin 
Zot ao 


4... 2 1) x: 
Oly m4 =— —, hm G(s )e-4 cos CEE: ax, 
4>0 
Lo—w 
Toto 
bevonn le. “asta 
Banta ae iy, : P\v) € 
n->0 
Zo— 2 
und a, ein beliebiger Punkt im Streifen 9 (6,) > 3(*) > 3 (6,41) ist. 
Neben den soeben angefiihrten Entwicklungen, deren Analogie 
mit den Entwicklungen der Hauptlosungen in trigonometrische Reihen 
auf der Hand liegt, gibt es fiir die periodischen Funktionen IJ (a | a) 
und §§(z|q@) noch einige andere bemerkenswerte Darstellungen. Wenn 


z. B. der unendlich ferne Punkt ein Pol fiir (a) ist, gilt 


(2n+1) au ae 
a) 
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40) Bein) — (mon BO pm a+ onde, 


(GON (zie) (a) [722 pie (e+ 2) Jaz ai D7, 


—@a 


Dabei muB man nur m geniigend groB wahlen, um die Konvergenz 
zu sichern, und sich die Ebene langs m Parallelen zur reellen Achse 
durch die » Punkte f, aufgeschlitzt denken. Die erste Gleichung 
besteht in der ganzen zerschnittenen Ebene, die zweite im Streifen 
3 (B,) > 3(@) > 3 (B41). Die Funktion § (a |) laBt ferner fiir alle w +-0 
und alle z+: B,, 6, — @; By + 2o,... die Entwicklung 


(51) 8 (e|o)—2 (2) (e+so0)—VP(e+so)| 

s=—a o 
zu, wobei P(x) dieselbe Bedeutung wie in Kapitel 3, § 6 hat. Auch 
fir die Funktion JI (#|q@) ist eime ahnliche konvergente Reihenentwick- 
lung herleitbar. 


§ 4. Asymptotische Reihen. Na&here Untersuchung 
der Stelle w=0. 


49. Aus unseren Feststellungen iiber die Lage der singularen 
Stellen der Hauptlésungen F(x|m) und G(a|m) geht hervor, daB der 
Punkt w =0 ein Haufungspunkt singuldrer Stellen, also ein wesentlich 
singuldver Punkt ist. Mit Hilfe der bereits in Kapitel 3, § 6 aufge- 
stellten, damals als asymptotisch auf der positiven reellen m@-Achse 
erkannten Potenzreihen in @ wollen wir jetzt das Verhalten der Haupt- 
losungen untersuchen, wenn q@ langs eines beliebigen Radiusvektors 
nach Null strebt, also die Differenz in die Ableitung tibergeht. Dazu 
mussen wir zunachst einen neuen Ausdruck fiir das Restglied jener 
Reihen herleiten. Wir wenden in den Integralen (12), (14), (12**) 
und (14**) fir w(@-+ mz) bzw. f(w+ wz) die Taylorsche Formel 
mit dem Darbouxschen Restglied an; dann finden wir unter Beriick- 


sichtigung der Integralausdriicke fiir die Bernoullischen und Eulerschen 
Zahlen z. B. 


atta m— 
. 5 
(52) if (p+ 02) -ye ad ay 
a-%n 
atta 


Ko = 14 2 | gm (x + 3 wz) = 


a-%tn 


“dz (jal <1, 0<8 <1). 
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Die hieraus fiir unendlich zunehmendes m entstehende Potenz- 
reihe in @ ist ebenso wie die anderen drei derart gewonnenen Reihen 
notwendig divergent; sonst miiBte ja der Punkt w =O eine regulare 
Stelle der Hauptlésungen sein. Wie verhalt sie sich fiir @—>0O? 
Dazu sei a zunachst in der Halbebene 6 >} fest gewahlt. Dann 


konvergiert das Integral R,, fir O< wm < = und, wenn man den 


Integrationsweg passend deformiert, sogar noch ftir alle wm im Halb- 
kreis c,. Wahlt man als Integrationslinie den aus zwei Halbgeraden 
bestehenden Weg C, aus § 1, Fig. 13 und nimmt man die Winkel der 
Geraden gegen die positive reelle Achse hinreichend klein, so ergibt 
sich fur R,, die Beziehung 

Rn 


lm =). 
m—1 
o> 0 


die gleichmafig erfiillt ist, wenn @ im Halbkreise c, gegen Null 
strebt. Mit Hilfe einer anderen Abanderung des Integrationsweges 
sehen wir, daB diese Relation in Kraft bleibt, wenn qm im Halb- 
kreise c, nach Null konvergiert, und schlieBlich bestatigt man, daf 
beide Ergebnisse auch fiir o < 6 richtig sind. 

Demnach stellt die Rethe 


oO ~ Cy 
(53) > fo 


7 M7 7 
fiir —% Sarco<s, o>b und fiir e Saco az, o6<b 


die Funktion G (a |), 


4 


we? 


a 
“Oi 


= 3 
fir — > <arcw< o<b und fiir OO en SU 


die Funktion G(x|@) — 8(«|o) =G(« — @! — o) 


asymptotisch dar. 
Wenn 


und 


ist, so findet man, dafi 
§ 
co o <arcwo< e die Funktion G(x|w) — >, %,(%| @), 


v= 


rw 


n 


D> B(@| a) 


y=s+1 


iw) 


oO ry . 
fiir a <arcw<-- die Funktion G (a | «) 
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durch die Reihe asymptotisch dargestellt wird. Hierbei bedeutet 
$,(x|@) die zum singularen Punkt f, gehorige periodische Funktion, 
so daB also 


Belo) =D, B@| o) 


ist. 
Ahnlich stellt die divergente Reihe 
x aaa 
(54) Je@® dz + DS) = pe (a) 
a (il 
fiir — 5 Sarco <5, o> b und fir Teeth o<b 
die Funktion F(x|), 
fiir — 5 Sarcw <5, o<b 
die Funktion F(x|w) — I («|w)= F(# — w| — o) 
und 


fiir 5 Marc ge o>b 
die Funktion F(#|) + II(«|— @) 
asymptotisch dar. 
50. Nun konnen wir aber in vielen Fallen das asymptotische 
Verhalten der Funktionen $(a|@) und I/(«|q@) genau ermitteln, wenn 
mw langs eines von den singularen Vektoren verschiedenen Vektors nach 


Null strebt. Sind z. B. alle 6, einfache Pole, so.lesen wir aus den 
Ausdriicken (32) und (40) ab, da& bei beliebigem positiven m 


(55) lim @ ™ B(x|'@) =O; 
a->0 

(56) frye MSO 
aod o 


gilt, wobei c eine Konstante ist, die in den verschiedenen, von den 
singularen Vektoren begrenzten Winkelraumen verschiedene Werte hat. 
Hiernach stellt die Rethe (53) auf allen von den singuléven Vek- 


toren verschiedenen Vektoren asymptotisch die Funktion G(«|o) dar. 
Insbesondere ist 


(57) lim G (x|@) == @ (2) 


ood 


auf jedem nichtsingularen Vektor. 
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Bei der divergenten Reihe (54) liegen die Verhaltnisse nicht so 
einfach. Nehmen wir der Einfachheit halber an, daB o >} ist, und 
denken wir uns die singularen Punkte #, in solcher Weise geordnet, 
dah 

arc (6,41 — x) > arc(f, — 2) Qe 15 25 leg ih U 


ist, dann stellt die Reihe (54) im Winkelraum 


— % <arew <arc(B, — 2) 


die Funktion FG wm) und im Winkelraum 


arc (B, — £) < arcm < arc(B,,1 — 2) 
die Funktion 


8 
 F(«|@) — 2ni_S'B,, 
v1 


also in den von den singuldven Vektoren begrenzten Winkelraumen n 
verschiedene Funktionen, asymptotisch dar. Beim Uberschreiten eines 
der singularen Vektoren macht der asymptotische Wert der Funktion 
F(a wm) jedesmal einen Sprung, der gleich einer der Perioden des 


& 
Integrals f q(z)dz ist. Insonderheit wird 
a 


x 
(58) lim F(z| w) = f (2) dz 
a->0 a 
auf jedem nichtsinguldren Vektor. Uierbei ist die Bestimmung des 
Integrals je nach dem Arkus von @ verschieden zu wahlen. 

Die Beziehungen (57) und (58) gelten gleichmafig in jedem von 
den singularen Vektoren freien und nicht an sie heranreichenden 
Winkelraume und geben die vollstandige Beantwortung des schon in 
Kapitel 3, § 3 angeschnittenen und in Kapitel 3, § 6 fur positive 
Werte von q@ erledigten Problems nach den Grenzwerten der Haupt- 
l6sungen, wenn qw nach Null strebt. Insbesondere geht die Summe 
von p(x) in jedem derartigen Winkelraum fiir @— 0 in das Integral 
von (x) uber. 


Norlund, Differenzenrechnung. ie 


Funftes Kapitel. 


Die Gammafunktion und verwandte 
Funktionen. 


51. Bei verschiedenen Untersuchungen stoBt man auf die Zahlen- 
folge der Fakultaten 


Vin 2 Ogee el 2 Oster) ares 


Schon im 18. Jahrhundert entstand der Wunsch, diese Folge zu 
interpolieren, d. h. eine Funktion von x zu bilden, die den Wert m! an- 
nimmt, wenn x gleich der positiven ganzen Zahl n wird. Eine derartige 
Funktion ist bekanntlich "(a +1). Auf Veranlassung von Daniel Bernoulli 
und Goldbach beschaftigte sich Euler mit dem eben angefuhrten Inter- 
polationsproblem und kam dabei zu der spater von Gaufi wieder- 
gefundenen Produktdarstellung der Gammafunktion*). Ihre Vorteile scheint 
er jedoch nicht erkannt zu haben, vielmehr wendet er sich in seinen 
zahlreichen hierher gehorigen Arbeiten meist sogleich zur Untersuchung 
der beiden sogenannten Eulerschen Integrale 

fete-tdi =T (ev), HR (a) > 0, 
0 
D(x) D'(y) 


1 
—j a2 a eae Pees sta tate ee we —— 
fera-yr a= a@)>0, Rb) >0. 
0 


Den besten Eingang zum Studium der Gammafunktion, die durch 
Arbeiten von Legendre [1, 2,5], GauB [1] und WeierstraB fr, 2, 3] in 
der Analysis eine fest eingeburgerte Stellung als eine der einfachsten 
und wichtigsten Transzendenten erhalten hat, liefert die Differenzen- 
gleichung, welcher diese Funktion geniigt. Wir wollen deshalb die in 
den vorangehenden beiden Kapiteln entwickelten Theorien zur besseren 
Veranschaulichung auf die Gammafunktion und einige mit ihr ver- 
wandte Funktionen anwenden. Die wichtigsten Eigenschaften dieser 
Funktionen konnen in einfacher Weise als Sonderfalle unserer all- 
gemeinen Ergebnisse gewonnen werden [37]. 


1) Vgl. Godefroy [1], wo man auch sonst vieles iiber die Geschichte der 
Gammafunktion findet. 
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§ 1. Die Funktionen W(x) und g(a). 


52. Wir erklaren zwei Funktionen Wie) und g(x) durch die 
Gleichungen 


(1) ¥(e)=S—, 


Kare xv 

() = SY. 

W(x) und g(x) sind also die Summe und die Wechselsumme von As 
«e 


oder die Hauptlosungen der Gleichungen 
TE ey 


V ele) = 


Ziehen wir eine Definition durch Grenzbedingungen vor, so konnen 
wir z. B. sagen: W(x) und g(a) sind diejenigen Lésungen der letzten 
beiden Gleichungen, welche dem absoluten Betrage nach im Streifen 
1<o <2 kleiner als Ke*!*! bleiben (vgl. Kap. 4, § 2). Oder auch: g(x) 
ist diejenige Losung der letzten Gleichung, die gegen Null konvergiert, 
wenn a auf der positiven reellen Achse ins Unendliche geht, und Y (a) 
diejenige Losung der vorletzten Gleichung, fur welche im selben Falle 
die erste Ableitung dem Grenzwert Null zustrebt (vgl. Kap. 3, § 5). 
Fir W(~) mu® zu derartigen Grenzbedingungen freilich noch die An- 
gabe eines Anfangswertes treten, z. B. des Wertes W(1), der dann 
entsprechend unserer ersten Definition, welche ihn eindeutig mitbestimmt, 
zu wahlen ist. 

Die Funktion g(x) findet sich zuerst bei Stirling [2] , wahrend 
die Funktion Y(x), welche wir in § 2 als logarithmische Ableitung 
der Gammafunktion erkennen werden, von Legendre [1], Poisson [4] 
und besonders von GauB [1] untersucht worden ist. Allgemeiner 


setzen wir 

a IAG 
, © @ 
(1) P («| o)= 52. 

1 

a VE 
(2*) g(z|o)= 2. 


Die Existenz der beiden Funktionen ist nach unseren allgemeinen 
Uberlegungen ohne weiteres ersichtlich. Ferner folgt aus den fruheren 


R 1 : : : 5 : 
Betrachtungen (vgl. Kap. 4, § 3), da eine eindeutige Funktion mit 
dem einzigen einfachen Pol « = 0 ist, dab V(x) und g(x) meromorfe 


Tf 
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Funktionen von # sind, die einfache Pole in den Punkten x= 0, —1, 
—2,... aufweisen und sich sonst tberall regular verhalten. Diese 
Pole werden bei g(w) in Evidenz gesetzt durch die unmittelbar aus 
der Definition der Wechselsumme entflieBende Reihendarstellung 


: =F 
(3) g@=2 SS, 


welche in jedem endlichen Gebiet, aus dem die Pole ausgeschlossen 
sind, gleichmafig konvergiert. Das Residuum im Punkte = — n 
(n= 0,1, 2,...) wird daher 
lim (@ ++ n) g(x) = 2(--1)”. 
x>-—N 
Zunachst beschaftigen wir uns nun mit den Erganzungssatzen. 
Die mit 5 verkniipfte periodische Funktion §§ (w) heibt (Kap. 4, § 3, (32)) 


22 
B(x) = sin wa” 


Andererseits ist 
ig ( = 1 | 1) ; | Ss a rar =o 6 


=g(—2) +} 2=—g(1—2). 


Der Evganzungssatz fiir die Funktion g(x) nimmt also die einfache Form 


(4) e@)+g— y= 


. an; er liefert insbesondere fiir x=} den Wert g (3): 
gis) =, 
wahrend wir g(1) am einfachsten aus (3) entnehmen: 
g(1) = 2 leg 2” 


Fur die Funktion W(x) wird die periodische Funktion J7 (x) (Kap. 4, 
§ 3, (40)) . 


IT(«) = — xi—acotaz, 


wahrend man aus der Definition (Kap. 4, § 3, (44) ) 


(ae se ; 
P(e as 1) — lim ok aS e-1 aw [8 bo az} 


die Formel 


Y (@|—1) = W(— 2) + ni 
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herleiten kann. Daher lautet der Evgdnzungssatz der Funktion (a) 
(5) YI @)— V(x) = cota. 


Fur unsere speziellen Funktionen erscheint also der Erganzungs- 
satz in ganz ahnlicher Gestalt, als Beziehung zwischen den Funktions- 
werten in den Punkten x und 1 — 2, wie wir sie bei den Bernoulli- 
schen und Eulerschen Polygonen kennengelernt haben. Neu ist gegen- 
uber jenen allereinfachsten Fallen das aus der allgemeinen Theorie 
folgende Auftreten der periodischen Funktionen auf der rechten Seite. 


53. Um auch fiir W(x) eine Entwicklung zu erhalten, welche die 
Pole erkennen laBt, gehen wir aus von den asymptotischen Darstel- 
lungen (Kap. 3, § 4, (44) und (45)) 


oo 


@ vet Water Sey ala eat ie eey 


ae | (a 2)\mth’ 
m—-1 ( ) ao d 
A IB (Up a Zz 
(7) g(@ + h) i ( Ng pet m | Eas (2 i h) (a+ 2ymth? 


die nicht nur fir positive a, sondern sogar im Winkelraum 
—a+e<arca<a—e (e>0) giiltig sind. Unter loge ist dabei 
der auf der reellen Achse reelle Logarithmus zu verstehen. Die Gleichungen 
(6) und (7) geben zunichst tiber das asymptotische Verhalten von V (a) 
und g(x) AufschluB. Setzt man namlich (Kap. 3, § 6, (48) und (49)) 


so wird 


insbesondere flr m—O 


(8) lim [W (x) — logx| = 0, 


|e|>2 


(9) lim g(x) = 0. 


|a|->2 
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Ferner bekommt man aus der Formel (52) in Kap. 3, § 6 


n—-1 
F(z | w) = lim (O(@ + n@) — wo Sp (e+ s@)| 
n>on s—0 
die Relation 
n—1 
ty) 
(10) Mie? ) = lim {log ( a +n) — 2 eae 


wahrend man fiir g(a) wieder auf (3) stoBt. Fiir «=—1 liefert die 
Gleichung (10) den Wert © 


n—-1 


(1) =lim flog(n +1) — >) iy 


N>o@ 20 


Rechts steht etwas sehr Bekanntes, namlich das Negative der Euler- 
schen Konstanten 


Gee lits {14+ ee +=, —logn} = 057721 56649 ...; 
n>a \ 
es ist also 
(11) W(1) = — C. 


Mit Hilfe der Differenzen von Q(x) kénnen vermoge der Beziehung (54) 
in Kap. 3, § 6 


F(a} wo) = oS lp — AQz + so) 


z. B. die konvergenten Reihen 


(12) W(x) = logs pe log (1 +4)} 


aan lz-+s ets 
he 1 1 {2G bse 1 14) 
wy === Koeear = = g( 
imma SEOER P mpxerenresieamayy sea 


aufgestellt werden. Tragt man nun in (12) 1 ein und addiert man 
die entstehende Gleichung 


Ae a i) 
Oa tar log (14 a 
u (12), so ergibt sich 


(13) P (2) = ~Cc— >) {4 + 
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Dies ist die gewiinschte Partialbruchreihe fiir (x), welche die Pole 
ice) ibs 2,... und ihre Residuen —1 in Evidenz setzt. Bei 
g(x) bekommen wir durch Heranziehung der Differenzen von P(z) 
zunachst die Beziehung (3) und dann weiter z. B. die Reihen 


Aer ey 
g (2) ee 22 comyicras art 


ae ee de ee, 
g(r) = a | 2x? ne 2(@+ts+1)?’ 


2 


(etet) 


1 foe) 
T(— 1) _ 
(w@+s)*(@+s+1) 


a 1 
2@)——= D op? ant 


s=0 
wobei die Konvergenz immer besser, dafiir aber auch der Bau des 
allgemeinen Gliedes immer verwickelter wird. 

54. In den Multiplikationstheoremen (Kap. 3, § 3, (12), (13) und (14)), 


Ee = : : i 
zu denen wir jetzt ubergehen, treten die Funktionen («| —) und 


g (2 | -) auf. Sie lassen sich auf Y (a) und g(a) zuriickfiihren. Schreiben 


wir namlich die (6) und (7) entsprechenden Gleichungen fiir W(x | o) 
und g(x|@) auf, so gewinnen wir 


mithin 


v («| -.) = VWimx) — logm, 


g («| —) ==M E(x). 


Die Multiplikationstheoreme der Funktionen Y(a) und g(x) lauten 
demnach: 


\ 
(14) a! ue («+ —) = V(mx) — log m, 
s=0 
4 1 ee Sek eee 1 ete 
(15) alee 1) Wa | =-F% g(max)  (m gerade), 
s=0 
{ m1 : 
(16) a >" t= 1)*¢g (x == = = g(m2x) (m ungerade). 
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Wahrend im allgemeinen Falle die Multiplikationstheoreme eine 
Verkniipfung der Hauptlésungen mit den Spannen und = geben, 


kénnen sie also hier, ganz ahnlich wie bei den Bernoullischen und 
Eulerschen Polynomen, als Beziehungen zwischen den Werten VY (ma) 


i : 1 —1 
bzw. g(ma) einerseits, Y (a), W (a + = 5 Ae Y (a + a bzw. g(x); 
g (x -|- =) sees sae (2 a moe) andererseits geschrieben werden. In- 


mM. 
sonderheit erhalt man flr m — 2 


(as V2) —3[ Me) + Ve + 9) + lowe, 

(15*) g (2%) = Paw +3) — P(x). 

Die erste von diesen Gleichungen liefert im Punkte « = 
YG) = —C —2 log 2., 


wahrend durch die zweite die Funktion g(a) auf die Funktion YW () 
zuruckgefuhrt wird. 

Die Spannenintegrale (Kap. 3, § 3, (18) und (20)) haben bei 
—a+e<arce<a—e die Werte 


(17) J (2)dz =loga 


@+1 = 


/ 
18 dz ==? loge — 2s = eq he 
(18) J g() Zz ogx — 2 S logx Vx = 4log rae 


wie wir unter Vorwegnahme der spateren Bezeichnung aus § 3 
1@ 
log y (a) = 30 logazV 2 
schreiben. 


«5B. Fur die Ableitungen der Funktionen W(x) und g(x) bestehen 
die Reihenentwicklungen (Kap. 3, § 5, (46%) und (47*)) 


: fihite < 
(19) = Ue) =(— 144m Se 
de sao + synth 
(n= AO a) 
q™ ; 22. 
(20) paele) =2(—1pmi SIC 
x res (x s)™a4 
Im Winkelraume — ae <arce =< 7 —«) streben demnach 


Pm") (w) und g(a) fiir |w|—-oo gegen Null. 
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Analog wie bei W (a) und g(#) kann man auch besser, konver- 
gente Reihen, z. B. 


es 1 
feast Dery erstiy 


’ eek alae = il 
BE os sat D> 2(@-+s)? (w+s+1)?’ 


s=0 


1 1 1 1 
yy’ Ye) = | 
( ) x 2 x2 I 6 x 2 ier y erty 
herleiten. 


Wie aus der Gleichung (Kap. 3, § 5, (46)) 


m —1)"m! ; 
ye” (59) — SO Aa + (= 1¥(m = 1)! 


HCfoa 


hervorgeht, ist die Funktion , 


xu 
(— I mM) / 1 € 2 
2 ee a 
1 
die Hauptlosung der Gleichung 
/ 1 
TONG eres 
( ) gintt 


Nehmen wiry also zu den Bernoullischen und Eulerschen Polynomen die 
Funktionen W(x) und g(x) samt ihren Ableitungen hinzu, so sind wir 
in dey Lage, die Summe oder Wechselsumme jeder rationalen Funktion 
anzugeben. Denken wir uns diese durch Partialbruchzerlegung in die 
Gestalt 


m 


p 
O@)= Sow+ S'S —* 


y=0 $= v=0 


gebracht, so wird 


& m p Ms 
> C, ; ee ah 
OQ Ar= J) Be) + dD (-1) St Peta) 
i) v=0 s=1 7=0 : 
p p Ms é 
el D 
26> ¢., logta, a Dy “. 
s=1 cS Vv as 
und 
m p Ms : 
. , fs I alee Gy 
SO@Ve= Sab w+ SSA sere +4). 


y= s=1L v=0 


106 + Fiinftes Kapitel. Die Gammafunktion und verwandte Funktionen. 
56. Besonders interessant ist die aus den asymptotischen Reihen 


= BS (h) 


Vic +hw|o)~ loga — > (— 1)" ——__ w”, 
=i. ve 
= E, (h) 
g@tholo)~ d'(— 17 7 o 


v=0 
abzulesende Tatsache, daB 


lim ¥ (a |@) = log 

a->0d 
ist. Dies gilt, wenn wir der Einfachheit halber w auf positive Werte 
beschranken, im Winkel —a-+¢< arcu<a—e. Es konvergiert 
also die in x eindeutige Funktion Y(x|q@) fiir @—-0 gegen die un- 
endlich vieldeutige Funktion loga, die Losung der  Differential- 
gleichung 


Wie dies zustande kommt, kann man mit Hilfe der Gleichung 


Yt lo) a e + log w 
gut verfolgen. Hiernach hat namlich die Funktion W(%|q@) Pole in 
den Punkten 0, —w, —2q@,.... Wenn wm nach Null geht, er- 
fullen diese die negative reelle Achse immer dichter und geben so 
zur Entstehung des Verzweigungspunktes « =O AnlafB, wobei jedoch 
gleichzeitig das unendliche Anwachsen der GroBe log w_ verhiitet, 
daB die Grenzfunktion in einer tberall dichtliegenden Punktmenge 
auf der negativen reellen Achse unendlich wird. 
Fur numerische Rechnungen sind besonders nitzlich die aus (6) 
fir h = 0 und h = 4 entspringenden Gleichungen 


™ 
1 oi By, 
P(x) = loge — 5 — Oy ae” + Ramti> 
Lo | 
Byn (2) 
Ramer — [ZnO a 
2m+1 2m+1 ? 
uJ (@ +2) 
1 + =D 
ce ee \! may = 
V (2-4 =) = logx LY 2, 92% 421 + Ro m+1? 
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Bei positivem 2 hat namlich in ihnen (vgl. Kap. 3, § 6) der Rest 


klemeren absoluten Betrag als das letzte beriicksichtigte oder auch 


als 


das erste unterdriickte Glied und dasselbe Zeichen wie dieses. 


Genauer gilt sogar 


Bom+o vase. 
(2 m +2) (w+ ayemr? ? 


R 


1 
Oe 


@mt+i 


57. Von den vielen aus den Integraldarstellungen der Haupt 


losungen (vgl. Kap. 4, § 1) zu entnehmenden Integralen fiir W(x) und 
g(x) wollen wir nur die folgenden erwahnen: 


° 


yon 


1 dt 
g(+5)= ap | a 
0 


ies) 


tdt 


| - 
2 @+eAya—*) 


ao 


1 tdt 
ae >) = log 2 | . 
(e+ | og x 4 , ara a aa 


Sie sind in der Halbebene o > 0 giltig; die beiden ersten wurden 
Legendre [2] bzw. Poisson [4] gefunden. 
Sehr einfach gestaltet sich die Aufstellung tvigonometrischer Rethen 


fiir V(a) und g(x), da sich die Integrale (71) und (73) in Kap. 3, § 7 
fiir die Koeffizienten bei 7 = 0 als konvergent erweisen. Fuhrt man 


den 


ein, 


(22) 


(23) 


Integralsinus und den Integralkosinus 


oO . 
Sin 2 
six=— | — dz 
e be 
a& 
(oo) 
A cos 
ae = = | = Ae 
e Zz 
x 
so wird 
fo a} 
Yeas loge, += 2 > [ci2anx,-cos2anx 
n=1 
+ si2anx,-sin2 a na], 
D 
g(ey= —A4 S [ci (Qn +1)x2z,-cos(2n-+1)ax 
n=0 


-+ si(2n-+ 1)aa,-sin(2”-+1)a2]. 


\ 
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Hierbei ist 9 (a) > 0 und 0 <a#—a, <1 vorausgesetzt. In der 
ganzen Halbebene o > 0 sind die aus (86) und (87) in Kapitel 3, § 7 
entspringenden Reihen 


(24) P(e) = loge — 5 +2 S![ci2ana-cos2 ane 
n=1 


41 siQanaz-sn2ana], 


ao 


(25) g(«) =——4 S[ci(2m + 1)mx-cos (2m +1) nm 


n=0 
+ si(2m-+ 1)aa-sin(2” + 1)aa] 
konvergent. 
Fir die Funktion WY (a) ist von Gauf [1] die Integraldarstellung 


(26) V(x) = ite = ih ai (o > 0) 


gegeben worden, die man aus der Definitionsgleichung (1) von W (a) 
sehr leicht herleiten kann. Fur o >0O und ¢> 0 gilt namlich 


“ t 
—t% 
Senta) — ae 
logst? 
s=0 


woraus durch gliedweise Integration zwischen 7 > 0 und oo 
= e-7 (%@+8) * e-ta 
my x+s oe | 1 Zh dt 


s=0 


4] 


entsteht. Andererseits ist fiir 1 > 0 


Damit haben wir die beiden zur Bildung der frither im allge- 
meinen Falle F(a|;7) genannten Funktion notigen Ausdriicke bei- 
sammen und finden 


Y (x) = lim fereicehe: 


alls 


d. h. das Gaufische Integral. Beriicksichtigen wir die bekannte Relation 


ESNape i 
loge = [é _ “dt (=O), 
0 
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so kommen wir zum ‘Integral von Binet [r] 
Ae an BS 1 \ 
(27) V(a)=logat Je lie ty dt (ee 
— 2 
0 
Entsprechend beweist man die Formel (Legendre [2]) 


\ ie te ; 
(28) ea) = ae dt (o > 0). 


10) 


§ 2. Die Gammafunktion. 


58. Die Gammafunktion gentigt der linearen Differenzengleichung 
erster Ordnung 


(29) Ti@+1)=2T (2); 
fur ihren Logarithmus besteht daher die Gleichung 
(30) Vlog Is (ap lO a5 


wobei wir uns, um eine eindeutige Bestimmung des Logarithmus zu 
erzielen, die Ebene langs der negativen reellen Achse aufgeschlitzt 
denken und log 1—O setzen wollen. Genauer gesprochen soll dann 
log I’(x) diejenige Hauptlosung von (30) sein, welche im Punkte x= 1 
verschwindet. Es wird also 


we 
log Lie) )=StogzAz+e. 
0 


Unser erstes Ziel ist die Bestimmung der Konstanten c. Dazu 
bemerken wir, daB nach (52) in Kapitel 3, § 6 
n—1 
lose) —— cin [(a + n — 4)log n — n — 3} log (@ + s)] 
ght s=0 
ieee ZO Fae von c schreiben wir die letzte Relation fiir 7 =1 
und # = #4 auf: 


log I'(1) = + lim [(n + $) log n — n — log(n!)], 
1-3 ae 1)1 
a 


und nehmen dazu noch die aus der ersten Gleichung folgende Be- 


log I’ (3) =c+ lim in log n — n — log 


n> ow 


ziehung 


log F'(1) = c + lim [(2 » + 9) log 2 — 2n — log (2 n!)]. 


n>n 
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Addieren wir die beiden ersten Gleichungen und subtrahieren dann 
die letzte, so kommt 


c = log (V2 T'(2). 


Wir miissen also noch den Wert I’(4) zu gewinnen versuchen. Hierzu 
subtrahieren wir die Gleichungen fiir log I(x) und log /J"(1), Dann 
folgt zunachst 


n-1 


log I(x) = lim [2 log n — log x — > (log (a + 3) — log s)] 


Usa s=1 


und hieraus das wichtige GauBsche Produkt fiir die Gammafunktion 
(GauB [x]) 


/ a ro (n—1)! n@ 
(31) IN eee eet 


welches fiir alle « mit Ausnahme der Werte x =0O, al PRA. 
konvergiert und eine besonders zweckmaBige Darstellung der Gamma- 
funktion gibt. Multiplizieren wir die beiden fiir x und 1 — x entstehen- 
den Ausdriicke, so bekommen wir 


x x 


; ' n!n n!n— 
P(x) T(1 — #) eee ies) nen (na) (1 —2) (2—a) --- (n—2) 


: if i xu Tae 
== lum ail Tere) (Leesa vies ‘ 
nen | uS 2? n*/ J 


also 


(32) TG) Le) ee 


In dieser Gleichung haben wir den schon bei Euler auftretenden 


Erganzungssatz der Gammafunktion vor uns. Aus ihm entnimmt man 


i: ho 
fir ¢==2 


a 


rg) =Vn. 
Daher hat die Konstante c den Wert 
c= log V2z, 
und es wird 
Mn 
(33) log P(x) = S logz Az + log V2-z, 
19) 


womit wir unser Ziel erreicht haben. 
Nunmehr konnen wir nach (45) im Kapitel 8, § 4 die fiir 
—a+e<arcau<a—e giltige Stivlingsche Reihe (Stirling [2]) 


§ 2. Die Gammafunktion, Haba 


(84) log F(a +h) =log V2a+ (w+ B,(h)) loge —x 


m-1 oo 


po ea eee eae (PaaS 
am v (y+ 1) a” a (a + 2)” 
und die Stivlingsche Formel 

(35) ihe ee 


[tl oe ent et 


aufschreiben. Bei den fiir h=0O und h =i entstehenden Formeln, 
Zeb Del 


m 


log P(z-+ 5) = log V2a+alogx —x | >. 


\ 


D2y D 
CP ; 
Oe? Dpilay alec ee ae 


y=1 


ae 1 
= 1 (ae 


iia il, 2m (e+2)2™ 


z 


ist fur positive ~ der Rest dem absoluten Betrage nach kleiner als 
das letzte beriicksichtigte oder auch das nachstfolgende Glied, vom 
selben Zeichen wie dieses und auBerdem (vel. Sonin [r, 2]) 


D 1 
R, se we os I Ss e2 Ms Sp . ORs 
2m+1 gem 2(9 mm 4.2) (2m+1) (e+ a?m1 a 


Aus der Stirlingschen Reihe lassen sich ferner z. B. die konvergente 
Reihe 


log I' (x) = log V2a + (< — a logz —x 


— Ss (e+ 24 F)he(4+ A) 


und die wichtige Limesrelation 
T(@+ hye 
|a|->o I'(e) 2” 


(34*) : 


herleiten. 


59. Um die funktionentheoretische Natur der Gammafunktion zu 
erkennen, beniitzen wir ihren Zusammenhang mit der Funktion V(a). 
Differenziert man die Gleichung 


x 
log Ie) S logz Az+e,, 
aL 
so entsteht 


(36) Te are 
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Die Funktion V(x) ist demnach die logarithmische Ablettung der 
Gammafunktion, und umgekehrt ist 


log I’(a) =f ¥) dz, 


weil unserer Definition zufolge log J’(1) = 0 gilt. Hiernach finden wir 
z. B. durch Integration unter dem Integralzeichen in der Gaufschen 
Integraldarstellung (26) die Formel von Plana [1] 


io.2} 


hs ; et 1 —e-t% 
(37) log I'(a + 1) = i} fe — +5} dt (o > —1). 
0 
Noch wichtiger ist jedoch die Gleichung, die durch gliedweise Inte- 


gration der Reihenentwicklung (13) entsteht: 
if 
log P(e +--1) = —= Cap ii 


geht man namlich zur Exponentialfunktion uber, so folgt 


ao 


(38) De Peet Le 
s=1 1+ — 


s 


x 
s 


Dies ist das Schlémilchsche Produkt fur die Gammafunktion (Schlo- 
milch [4]; die aus ihm entspringende Formel 


co x 

/ J CORN cee: 
wer, OF ea 
(39) Ti ee UH (1+2)¢ ap 
$= 

welche fur Weierstraf den Ausgangspunkt bei seinen Untersuchungen 
uber die analytischen Fakultaten (WeierstraB [1,2]) und spater tiber 
die Produktdarstellung der ganzen transzendenten Funktionen (Weier- 


: 1 : 
stra [3]) bildete, lehrt, daf T@ eine ganze Transzendente mit einfachen 


Nullstellen in den Punkien x =0, —1, —2,... und die Gammafunktion 
selbst somit eine mervomorfe Funktion ist, mit einfachen Polen-in den- 
selben Punkten. Die Residuen in diesen ergeben sich unter Benutzung 
der aus der Differenzengleichung und der Anfangsbedingung folgenden 
Beziehung 


I'(p) =(p — 1)! (p positiv ganzzahlig) 


nach dem Erganzungssatze zu 


lim (2 +2) P(e) == 


! 
Z>—n Wb 
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60. Berithmt ist die Kummersche Reihe fiir den Logarithmus der 
Gammafunktion (Kummer [4]). Sie ist ein Sonderfall der allgemeinen, 
fir O<a%—a,<1 und #(2,) >0 giiltigen Fourierschen Reihe 


(40) log I’(a) = log V 2a + (x — 4)loga, — 2, 


loo} 
ee a ee PID A 
as > 


uN 


n=1 


die sich ergibt, wenn man in den Formeln (75) und (76) in Kapitel 3, 
§ 7 fur die Fourierschen Koeffizienten der Hauptlésung F(x|m) 
y(x)=logz, m=1 und m=1 setzt. Nehmen wir den Grenz- 
ubergang x,-—>0 vor, so erhalten wir wegen 


\ gestl 


Gg t+ Daan @s+I!’ 


: — 1/8 428 
de=C+loge + SCS 


die Beziehungen 


1 
1 
flog P(z) cos2anadx—= 7, 


1 

; if 
flog E(@\sin 2 node = ewes Sete ; 
9 Z 220 


daher wird 


log I"(x) = log Vin + 3 {+ (C+ log aan uaa 


un f 


Beachtet man die Relationen 


[e2) 
cos2 ane : 
> a log 2sinaa, 


nN 


n=1 
<I sin2ane il 
ne) 
n=1 
so ergibt sich schlieBlich fir O<x4<1 
(41) log I'(z) =(4 —x)(C + log 2) + (1 — x) log a — §log sinax 


Das ist gerade die Kummersche Reihe, welche geschichtlich wohl das 
erste Beispiel fiir die Fouriersche Reihe einer Hauptlosung darstellt. 


Noérlund, Differenzenrechnung. 8 
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Fir a—a, und «—2, 3 entflieBen aus (40) Giemturnone=.0) 
eiltigen Entwicklungen 


log I(x) = log V2at(a —2)logz —2 


[o 2} 
Vci2anu-sinQanaz —sianxu:cos2ane 
! > aes 


? 
uN 
n=1 


log P'(a +3) =log V2a+aloga—a@ 


$7 ( nci2anu-sinQanae —silana-cos22n2z 
| ; 


1) 


aN 
n=1 
61. Nunmehr haben wir uns im wesentlichen nur noch mit dem 
Multiplikationstheorem zu beschaftigen. Hierzu merken wir an, daf 
gemaB der Formel 


5, By ‘Coa 
log zAz—=(e— 2) loge —2 = = 
c z o 2 = 2 ) y (y+ 1) x” 
ott re Bp (2) F 
We | Gare 
0 


die Beziehung 


& 
S log z [RGSe= olog T (=) + ( — = log a — wlog V2 
0 @ 
besteht. Schreiben wir nun das Multiplikationstheorem ftir die Funktion 


x 
Sloezds auf, so ergibt sich 


m—-1 


eS log I’ (x — = — mlog V2n 


! 


(1 1 pert 
m— log I'(ma) — (= — =) log m — Flog V2 at. 


my 


Hieraus folgt als GauBsches Multiplikationstheorem der Gamma- 
funktion (GauB [1]) 


2 Pina) ele + 2) 


fur m= 2 bekommt man die Legendresche Relation (Legendre [1}) 


P : 92%—-1 & 
2 *) ee : 1 
(42*) (22) ==_Tr@)r(«+ 5), 


Vx 
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die sich bei den Anwendungen der Gammafunktion oft als sehr _niitz- 
lich erweist. 


Das Spannenintegral hat den Wert 


@+1 


(43) i log I'(z)dz =x (logz —1)+ log V2. 


Diese Beziehung pflegt man die Formel von Raabe (Raabe [1,2]) zu 
nennen; sie ist dadurch bemerkenswert, daB in ihr das erste im Laufe 
der geschichtlichen Entwicklung betrachtete Spannenintegral auftritt. 
Die Annahme a = 0 fihrt zu der einfacheren Relation 


1 
(43 *) flog I'(z) dz =log V 2a. 
0 


§ 8. Die Funktion y (@). 


62. SchlieBlich wollen wir noch die Wechselsumme des Loga- 
rithmus einer kurzen Betrachtung unterwerfen. Sie l4Bt sich zwar mit 
Hilfe der Gammafunktion ausdrticken; es ist aber doch angebracht, ein 
besonderes Funktionszeichen fiir sie einzufiihren, aus ahnlichen Griinden, 
wie man z. B. ftir die verschiedenen WeierstraBschen o- Funktionen 
besondere Zeichen benutzt. 

Wir setzen 


(44) log y(e) = 4S loga Va, 
(44*) log 7 («|@) = 3S loge WE. 
Die Funktion y(a) geniigt dann der nichtlinearen Differenzengleichung 


(45) y(w@ + 1)y(@) =e. 
Wie aus der Gleichung 


m—1 
iB ce 
$l 
serdar J En—s(@—A) 
4 (a + wz)” 
hervorgeht, wird 
ie 1 I 
(46*) log y («|w) = log y | aE S log. 


Diese Beziehung setzt uns in den Stand, die auf den rechten Seiten 
: 1 
der Multiplikationstheoreme auftretende Funktion y (2|--) durch y (a) aus- 


zudriicken. Man findet 
8* 
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ty 3 seh m—1 
(47) al ir Pt ae ant Ge ) rms (m gerade), 


(m ungerade). 


os (e+) _ 7 (22) 
LE i Yow 
also 
r atl 
a spite Ger 


womit y(x); wie angekiindigt, mit Hilfe der Gammafunktion ausgedrickt 
ist. Aus der Relation (48*) erhalten wir den Anfangswert 


y= 2 


und unter Heranziehung des Erganzungssatzes der Gammafunktion 
den Erginzungssatz der Funktion y (a) 


(49) y(1 — 2) = p(x) cot. 


Die Entwicklung (46) gibt fiir das asymptotische Verhalten die 
Gleichung 
lim [log y (w) — Slog x] = 0, 
|%|>x 
also 


(50) im 2a (—a+e<arce <a—ae). 


|el>o Va 


Ferner gewinnt man aus ihr die Grenzwertdarstellung 


log y (a #) == lim {Say log (x (eh DP egies ane 


n>o | 59 J 


und die konvergente Reihe 


1 iN 
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fur y(a) selbst bestehen daher die Beziehungen 


\ er a (@-+2)--- (e@+2n—2)Va+2n 
(51) y (x) wee (@@+1)@+3)---@+2n—1) 


und 
. we _e+2 B+2 a+4 a+4 2£+6 
z+1- Cee nye za+3 2+5 aa 


+ (1 a sop (1 ca) (1 a ae 


Die aus dem Schlomilchschen Produkt zu entnehmende Gleichung 


Y(#) =a 


Cc 


co al 
Gg Gees oS 3 Jpetis—2 5 
(52) y(z)=e 5 ee ea yen (ep 2s— 1c: 


&= 


zeigt, daB y (a) eine meromorfe Funktion von x mit einfachen Nullstellen 


m2=—0, —2, —4,... und einfachen Polen in g=—1, —3, 
— 5, ... ist. Die Residuen in diesen erhalt man aus dem Erganzungs- 
satze zu 

: (2n + 1)! ! 7, oe 

lim (@ + 2n -+ 1) y (x) = 52” Gils \ = 


>—(2n+1) 


Mit der Funktion g(x) hangt die Funktion y(x) durch die 
Gleichungen 


(53) " (@) = + e(2), 


logy (2) =tog |/ 2 + hf eleyaz 
i 


zusammen. Durch Integration unter dem Integralzeichen in der Legendre- 
schen Formel (28) kénnen wir daher die Beziehung 


é Ds (1—e-t 
(54) log y(e + 1) = log 2 pliner at (6 > — 1) 


herleiten; aus der Formel (37) von Plana findet man vermége (48*) 
die weitere Integraldarstellung 


1  .-t 1 emer Lay ae 
(55) Aen ia ee o>—1). 


Eine trigonometrische Reihe fiir logy(x) laBt sich leicht aus der 
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Kummerschen Reihe (41) fir log I(x) gewinnen. Im _ Intervall 
0<« <1 finden wir 
(56) log y (%) = Ce au 2 : log cot = 


log (2 +1) 
25 Guta —-—___— sin(2n + 1)a« 


Will man das Spannenintegral der Funktion log y(x) auswerten, so 
stoBt man auf die Wechselsumme der Funktion wlogx, wie die 
Gleichung 


@+1 


«x 
(57) Jig (2 Jd = Plogeds — § (flog eda) v2 
: 1 


e 1 © 
= wloga — 5 — St log «Vx 
lehrt. 


Sechstes Kapitel. 


Die hoheren Bernoullischen und Eulerschen 
Polynome. 


63. Bei der Untersuchung der beiden Differenzengleichungen 
A F(x) = p(@), 
V G (x) = (2), 


in denen (a) eine gegebene Funktion bedeutet, spielen, wie wir ge- 
sehen haben, die Bernoullischen und Eulerschen Polynome B,(a#) und 
E,(a) eine grundlegende Rolle. Diese Polynome gentigen den spe- 
ziellen Gleichungen 


DBO) =a =, 
V F(a) = 2", 


auf welche wir in Kapitel 2 ihre ganze Theorie aufgebaut haben. 
Will man an das Studium der Differenzengleichungen 


herantreten, die eine naturgemaBe Verallgemeinerung der beiden zuerst 
erwahnten Gleichungen darstellen, ein Studium, dem das nachste 
Kapitel gewidmet sein soll, so wird es sich ganz entsprechend emp- 
fehlen, zunachst gewisse Polynome zu betrachten, welche in Parallele 
za den Bernoullischen und Eulerschen Polynomen stehen. Wir wollen 
sie deshalb als Bernoullische und Eulersche Polynome hoherer Ordnung 
bezeichnen [31] und uns mit ihnen im folgenden eingehend beschaftigen. 
Hierbei halten wir bestandig die Gesichtspunkte der Differenzen- 
rechnung fest und konnen dadurch ein vielfach, aber niemals mit 
rechtem Erfolg in Angriff genommenes Problem, das der Verall- 
gemeinerung der Bernoullischen und Eulerschen Polynome und Zahlen, 
in sehr einfacher und natiirlicher Weise losen. Friher ergab sich, daB 
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man zu einer vollstandigen Festlegung der Bernoullischen Polynome 
ihre Anfangswerte vorschreiben muf, wahrend die Eulerschen Polynome 
eindeutig bestimmt sind. Hier ist es genau so; wir wollen daher der 
Einfachheit halber mit dem Studium der hoheren Eulerschen Polynome 
beginnen. 


§ 1. Die Eulerschen Polynome héherer Ordnung. 
64. Der Gleichung 
We) a, 


1... Wy 


in der » eine nichtnegative ganze Zahl, w,,..., w,, beliebige komplexe 
Zahlen bedeuten, geniigt ein und nur ein Polynom. Es ist vom Grade » 


und soll das Eulersche Polynom E{” (x) vom Grade » und von der 
Ordnung n heiBen. Mit ausdriicklicher Hervorhebung der als Parameter 


eingehenden Spannen @,,.-., ,, schreiben wir auch ES (x|o, es ON 
Offenbar ist ES (x|@, tee W,)) symmetrisch in den Spannen ,, ..-, ,,> 
und insbesondere gilt 

/ (1) ; aD 

(1) ; Bye Ae |.co) toot de eS ! 


Aus der Definitionsgleichung 
(2) V7 EM (x|w,--+@,,) = 2” 
liest man sofort die fir p=1,2,...,m—1 giiltige Beziehung 


; P n— 
(3) V E;” («| oo, mie a) Rosi ee 2) (t| O44 ated ,,) 


@y ... Op 


ab, die auch fiir =m richtig bleibt, wenn man 


(4) ee (2) am 
setzt. In dem rechtsstehenden Polynom treten die fiir die Differenzen- 
bildung benutzten Spannen @,,+++,@, nicht mehr auf. Man kann daher 


die eine Gleichung (2) auch durch ein ihr gleichwertiges System von 
Gleichungen, namlich durch 


VE,” (t|o,---@ 


On 


a) ie Eee («4 ner On,-1) ? 


(2 *) On-1 | na) ; 


e Ome ele eo 8) yg, Nien G 


ersetzen. 
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Mit Hilfe der aus (2) entspringenden Differentiationsformel 
ad 
(5) Gq Ee (t) = Ey" @) 


bekommt man nach dem Taylorschen Satze zunachst die Entwicklung 


y 


(6) ES (e +h) = S)(") v EM, @) 


s=0 


und hieraus fiir ; = w, die Rekursionsformel 


(7) 2ES%(@)=2 EM (a + SC) f Eye (a) (ye 1) Q5r0:hs 


Diese liefert nacheinander alle Eulerschen Polynome der Ordnung n, 
wenn man die der Ordnung »—1 kennt. Man kann aber auch die 
Polynome n-ter Ordnung explizit durch die Polynome _niedrigerer 
Ordnung ausdriicken. Dazu gehen wir folgendermafen vor. Die 
Gleichung 


Tf(@) =9(2), 


1 ++. Op 
in der g(x) ein Polynom m-ten Grades 


me 


a= D/a,0" 
s=0 


ist, besitzt die Polynomlosung 


= >a, B,) (2), 
s=0 
fiir die wir unter Heranziehung von (6) die Entwicklung 
olen HOR: 
f(e+9)= phe . 


gewinnen kénnen. Setzt man nun insbesondere 


v2 (x) = Ee (% (Ones ic @,,)> 


_ so ergibt sich nach (3) die Gleichung 
(8) E” (a + y|o,---o,, 


= Se ih (yo, mea ©,,) ge (@|@p44 a ®,,)> p = 0, abe seey Ne 
s=0 
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Diese ist die gewiinschte Darstellung des Eulerschen Polynoms n-ter 
Ordnung durch die Polynome niedrigerer Ordnung. Fur p= 0 geht 
sie in (6) tiber und 1aBt sich auch in den symbolischen Formen 


(8*) ES” (w+ y) =(E*"” (a) + E® (y)), 
(8**) EL” (w@ +) =(E" (@) + E® (y) 


schreiben, von denen die letzte zu der allgemeineren Relation 


(9) BL” (ey +2, +++ 2) = (E (@,) + EP" (wg) + + EP (e,)) 


s 


fiihrt, wobei p,-+,+---+f,—=™m ist und 2, %,..., %, beliebige 
Zahlen bezeichnen. 
Die Formel (8) gibt zu mancherlei interessanten Beziehungen AnlaBb. 


Fiir p= 1 z. B. entflieBt die Formel 


(0) EP @ty)= S() BM yo) B22? lo, oy) 


s=0 
und hieraus fiir y= 0 die zu (7) reziproke Gleichung 


(11) ey az 2@ ay C, Be a eae Ona) 
s=0 
durch welche ein Eulersches Polynom n-ter Ordnung vermoge Eulerscher 
Polynome (m — 1)-ter Ordnung ausgedriickt wird. 
Insbesondere aber zeigt die Relation (8) in Verbindung mit der 
Gleichung (1), daB E;" (x|m,---@,) eine homogene Funktion von 
L, W,,---, @, vom Grade v, also 


(12) Be (Az|l1o@,::-4@,) = PES (%] a1 +++ @,) 


ist, wobet A eine beliebige Zahl bedeutet. 

Mit Hilfe dieser Homogenitatsrelation laBt sich in Erweiterung 
einer den einfachen Eulerschen Polynomen zukommenden Eigenschaft 
ein Ergdnzungssatz der héheren Eulerschen Polynome herleiten, der, wie 
nach unseren Ausfiihrungen in Kap. 4, §1 und 3 zu erwarten ist, 
AufschluB uber den Zusammenhang zweier Eulerscher Polynome gibt, 
in denen eine oder mehrere Spannen entgegengesetzt gleich sind. 
Man findet 


(n) \y Bim) ; 
(13) iD. (x|o, tae ,,) ={— 1) Dae (on 2|0,; Shs et OD 
(n) : 
=E, (« — a,|— @,, Aone 
weil sowohl das erste als auch das zweite Polynom der Gleichung 


feb tt@ pede, 


2 22 @),.) 
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geniigen und also beide identisch sein miissen. Natiirlich kann die 
Formel (13) auch als Spezialfall der Formel (15) in Kap. 4 gewonnen 
werden. Oft ie sich die Schreibweise 


(14) (x + w,|,- ; are, Ae i er@hwase uals 
nach der sich z. B. durch die Formel 
==E,” (2 |— w;, — Wg>+++5 — Ue CO denice @,,)> a ONE a race us 


besonders iibersichtlich der Fall mehrerer entgegengesetzt gleicher 
Spannen erledigen laft. Die fiir p= folgende Beziehung 


(16) is) (w, ai hie: oe CS Ia | PES ®,) s i= Ls Dy (x|o, ee Wn) 


@, t+ + On 


lehrt flr 7a = 5 


, daB bei ungeradem y 


(1 7) E (n) (= es, 


2 @,---@,) =0 


ist, also E, () (x) bei ungeradem » fiir alle 1 eine Nullstelle im Punkte 
ee ea ++ Wy har 


bine: Mihe sieht man ferner, daf} auch die héheren Eulerschen 
Polynome fiir ungerades positives m ein Multiplikationstheorem be- 
sitzen, welches in der Gleichung 


m—1 
(18) ane UO WO," w,) = Bo” (a es) Ge OE 
$= 
allgemeiner 


Mp—1 m,—-1 


Ss | 
eS Sane +60 BO) (a Hae eh ELEN ctchs | 
1 Pp 


Sp=0 #7=0 
= EY (| ao) o 
= ENB is Gy? Opts > Op 
at P 
ies j Jos 
(He Manis ns m,, positive ungerade Zahlen, p—1, 2,..., n) 


zum Ausdruck kommt. Die Funktionen auf der rechten und linken Seite 
gentigen nadmlich derselben Differenzengleichung. Wenn p= und 
MN, =m, =--- =m, m ist, liefert die Gleichung (19) die Beziehung 


n 


m—1 m—1 


s ; 1 ++--+5, Wy | 
(20) > 1)at- +e. BY” (2 2 Sy Or oa aN Gace s o,) 


Sn=1 8,=0 
(n) / 
= m-"E,” (mx|\w,---@,)- 
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65. Um die Koeffizienten der hdheren Eulerschen Polynome 
explizit ausdriicken zu koOnnen, fiihren wir in Verallgemeinerung der 


Zahlen E, und C, gewisse Formen Ey” [w,+--@,] und Ge [w, ++ @,| 
IN 5.) O, Kunzer E und C\”, ein, und zwar durch die sym- 
bolischen Rekursionsformeln 


(21) (E@ + Ce (EW —@ \* = 2 Ee), 
(22) (C™ +.20,)” + (Cm) — 260-9, 


in denen man nach Ausfihrung der linksstehenden Potenzen bei E™ 
und C™ die Exponenten durch untere Indizes zu ersetzen hat. Aus- 
fihrlich geschrieben lauten die Rekursionsformeln (21) und (22) 


y 


(21*) ay (") of Em, + Sy (— 1) (”) Oph ee Eee 
s=0 


s=0 


(22%) oy (?) (2 w,,)° ee earen yao) 
s=0 
Zur Vervollstandigung der Definition setzen wir noch 
E,” [a,] = 4 1B... (oe [w,] —— oy Gg, 


“4 3 (2) (3) 
und k6nnen dann nacheinander E,’[w,@,], E,’ [o, a, Deals eee 
Go [ Go - 
ual Om CO LO, [007 Os Oa eee ernaitttel ae 
Offenbar sind £” [w,---@,] und Ge [w,---@,] Formen y-ten Gra- 
des von @,,...,@, mit ganzen rationalen Koeffizienten. Aus (21) 
ergibt sich wegen E2,,1—=0, daB allgemein auch Ee oO meiste 


Bedeutet q(z) ein beliebiges Polynom, so lehren die Beziehungen (21) 
und (22), daB 


P(E + o,) + p(E™ — w,) = 2 p(E@-2), 
y(C™ + 2 @,,) + yp (Cm) I (C@-d) 


ist. Allgemein gelten, wenn man (z) durch » ees ersetzt, die 
symbolischen Relationen . 


> E™ ! On orm EM _ (n—1) 
@3) (e+ 2h) +(e etna) ay (ep 2), 


4) p(eto,t 5) +o(e+5") =) 
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_ Diese Gleichungen sind die Quelle fiir eine Fiille von Relationen 


zwischen den he und den Cw Setzt man z. B. Qala a so ent- 
steht 


(@+E™+o,)” + (@+E — @,)” = 2(e + Een), 
(a He Cn) 9 w,)” se (x ae Cm)» 9 (a fe Cin-t))» 


mit belangreichen Sonderfallen fiir «=, und «= — w,. 
Weiter geht aus (23) und (24) hervor, daB die Gleichungen 


vi@=o(e+25-), 


die Losungen 


Oe iaieiiacon EN 
(25) E” (|, +++ @,) = (x = 5 ae 
OC re 
S30) 2° 2 
oder 


(25%) 2” B™ eee ge es) Be ae EM? =, (”) a? BM 


2 B=) 
und 
Y (n) 
c™ WA Vv y fs C; 
(26) BM (2 |o,---@,) =(2 4 =) = (le erat 
s=0 


Damit haben wir explizite Darstellungen der Eulerschen Polynome Eo (x) 


s : (n) (n) 
vor uns, in deren Koeffizienten die Formen E,” und C,” auftreten. 
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Setzt man in (25*) und (26) speziell «= 0, so findet man 


E® 
(n) Put Os v 
(27) fopeh Gua ==, 
OY 
(28) Ei” (0) =—. 
Die joe und Ce stehen also in einfachem Zusammenhang mit den 
Werten des Eulerschen Polynoms an den Stellen p= 


und «=0. Da E.” fiir ungerade » verschwindet, ist in (27) das Er. 
gebnis (17) enthalten, daB pee (~) bei ungeradem y eine Nullstelle im 


Punkte een a hat, wahrend (28) in Verbindung mit dem 


Erganzungssatz den Wert 


joe (w, + ...4 On Va Die mC 


von E,” (x) fir «= w,+---+, liefert. 
Tragt man in (26) «= Or ree und in (25) x=0 bzw. 
=o, te wm, ein, so bekommt man Formeln, welche die eee 
durch die C{” ausdriicken und umgekehrt: 
E™ do (see , A Bie + w,) eee py ie (o, te oe Cae Ce 
s=0 
ee oe (E (n) O,— ‘eae ae ms ( ee ie (@, - a aie Oe Bae 
s=0 
(SG (C8 Poa) Dy hear Ine 
s=0 
66. Mit Hilfe der Relation (26) konnen wir der Relation (24) die 
neue Gestalt 


(29) p(E™ (e) + w,) + @ (E™ (x) = 2p (E” ” (aw) 


geben. Sie stellt den allgemeinen Typus fiir Rekursionsformeln zwis 
schen Eulerschen Polynomen zweter aufeinanderfolgender Ordnungen 
dar; z. B. stoBen wir fiir w (z) 2” wieder auf die Rekursionsformel (7). 
Ersetzt man das Polynom (z), das etwa vom Grade m sein moge, 
durch p(z-+ y) und entwickelt nach Potenzen von z, so ergibt sich 


m™ 


' he pe (x) Ber? ) 
(30) SAV 9) = SE p(y) 
s=0 


s! s! 
(Ae s=0 
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und hieraus, wenn beiderseits (7 — 1)-mal nacheinander der Mittelwert 


in bezug auf y, und zwar mit den Spannen w,,.--, @,-1, gebildet wird, 
mm 
E™ (x) n 
= 
(31) Sos Ve) =e +). 
s=0 1 °°**@yn 


Diese Formel ist der allgemeine Typus fiir Rekursionsformeln 
ywischen Eulerschen Polynomen derselben Ordnung. Auerdem gibt 
sie eine Verallgemeinerung der Booleschen Summenformel fiir Poly- 
nome und legt deshalb nahe, auch die allgemeine Boolesche Summen- 
formel aus Kapitel 2, § 3 auf den Fall des Auftretens hdherer Euler- 
scher Polynome zu tibertragen. Dies wird in § 6 geschehen. Fiir 2 = 0 


aide tr Os folgen aus (31) die speziellen Gleichungen 
2 Pp to} 
car Cen, sawoneler eB 
Pa ac p(y) 
2 ! wo @ 
3=0 1 n 
me (n) 
@,+:-:--+o, E [@ On| i 
Cae pea mermgl ee ns p” (9) 
4 Myr On 


67. Mittels der Zahlen EF, und C, lassen sich explizite Ausdrucke 
Ore re net 
2 : 


fir die Formen E” und Cl” angeben. Fiir x = 


. 


om ed p=1 und x =y=—O0, p=1 gewinnen wir nadmlich aus (8) 


zunachst die zu (21*) und (22*) reziproken Gleichungen 


v 


G2) Fo, 0,) = D, (5) on B, BG [0,5], 


s=0 


A 


(33) [o,---@,] = D, (2) on, C85" [o, --- n-1] 


s=0 


Aus ihnen leitet man dann durch vollstandige Induktion die an- 
gekundigten Darstellungen 


Be ena or, 26h a, 
1 n* 


ee, Da Cn Co, OO 


her, in welchen sich die Summation itiber alle nichtnegativen ganzen 
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Si)++ S, mit s, -+----+s, =~» erstreckt. In symbolischer Gestalt lau- 
ten (32*) und (33*) 


ie [o, ne w,,| = (2 CO, aie as. 6 Ae Oy) if 


dabei sind nach der Ausfiihrung der Potenz gemaB dem polynom1- 
schen Satze (,£)* und (,C)* durch E, und C, zu ersetzen. Die vorderen 
Indizes haben wir nur zur Auseinanderhaltung der mit @,,..., @,, ver- 
bundenen EF und C angefiigt. Beniitzen wir diese symbolischen Formeln 
fiir die E™ und C™, so konnen wir den Gleichungen (25*) und (26), 
durch welche das Eulersche Polynom EF.” («) mittels der EX und 
C™ explizit dargestellt wird, die symbolische Gestalt 


oy (aes ie ove hog Bon 


y a(n) ( % 

7 TBs i 
geben. 

Die Ausdriicke (32) und (33) fir die Ey” und C” sind nur 


Spezialfalle allgemeinerer Beziehungen. Diese erhalt man aus (8) fiir 


= aes £ = Pe und ya == 0 invdemiGesialt. 


©, -++ @,) =(¢-+,Co,+ Co, + euale + Co,)” 


y 


E” [w,-+:@,] =>} & E? [w, °° Oy] Be [@p41-:-@, | 


s=0 
—_ (Ee aE Bae 


y 


C2 [ory + 4] = 3 (2) CP [oy --- og] C25” [op 41+ ,] 


s=0 


aa (c® ae Guana)” 


wobei p=1, 2,...,m—1 sein kann; den Fall  =1 haben wir schon 
in (32) und (33) kennengelernt: Aus den eben aufgeschriebenen 
Gleichungen gewinnen wir die noch allgemeineren Relationen 


E™ Bud (E (pi) Be ee) ai ar aie Eure) s 3 


G2 5 Ooo C 2) ! Fine | Ce 


unter ,, P,,---,p, sind dabei positive “ganze Zahlen mit p, + p, 
a <-> pie uverstanden. 
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68. Um die hoheren Bernoullischen Polynome, zu deren Betrach- 
tung wir jetzt tbergehen, eindeutig festlegen zu konnen, definieren wir 
zunachst die den Bernoullischen Zahlen B, und den Zahlen D, ent- 
sprechenden Foymen B.” ledpce co | == B® und D™ [o,---o,|= pe 
und zwar durch die Rekursionsformeln 


Bae Boo.) —(B™y Suge 
st 
=? Bers 
(35) re | w,) (p” w,)" SS Foren ahl ee ond. 
s=0 s=0 ? 


und die Bedingungen 


BO [oJ =f B,, DP [o,)=ofD,. 


Aus dem Verschwinden von Dg,,,4 kann man sofort auch De === (8) 


fir beliebige m schlieBen. Die Rekursionsformeln (34) und (35) lassen 
sich, unter y(z) ein Polynom verstanden, auch in die Gleichungen 


OGmegie Bo Fe o,.) =o 8’) =, oa - Bo!) 


pM a p™_— Wn pm-v 
(37) (x 42 ee —@ (x = 5 ee, gy’ |x + - oars 


zusammenfassen. Diese lehren, dai die Differenzengleichungen 


(38) DSC en 40 aeP aie), 
/ ! FO 
(39) Af (e)=9 (x — 
die Losungen 
(38*) f(2)=g(@+B™), 
DM—oa, 

(39%) fa) = (e+?) 
besitzen. 

Das Bernoullische Polynom n-ter Ordnung und v-ten Grades 
B” (x |, ae Una Be (x) erklaren wir nunmehr folgendermafen. 


By” («| w,) ist das Polynom, welches der Differenzengleichung 
DUE NG Gp eee oe 
@) 

und der Anfangsbedingung 


Noérlund, Differenzenrechnung. 9 
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B,” (0| ,) = B,” [4] 
genugt. BY (x | «04, Mg) ist das Polynom, welches die Differenzengleichung 


AB; (#| @y 4) =? BOs («| @,) 


We 


und die Anfangsbedingung 
Be (0| @,, 2) = Bee [o,, 2] 


befriedigt. SchlieBlich ist allgemein B,” (| w, +++ @,) das Polynom, 
welches die Differenzengleichung 


(40) AB,” (| @,---@,) =vByaa (@|@,+-- @n-1) 


On 


und die Anfangsbedingung 
(40%) Bi" (0| a, ---@,) = BY” [o, ---@, 


erfiillt. Offenbar ist By” (w) ein Polynom vom Grade y in w. Spe- 
ziell wird 


(1) a x 
Bee Omi OE, (=) ; 
und zweckmaBig setzt man noch 
BO (a) = 2". 


Unter Heranziehung der Relationen (38*) und (39*) finden wir fiir das 
eben definierte Bernoullische Polynom BM” (z) die Entwicklungen 


(41) By” (¢| @,:--o,)= (e+ BY 
y S p(n) 
a (”) By-s [w, o,,] ? 
c= 0) 
a2 (n)\ v 
(42) Be a | ,) = (x @,-+- 5 Seka ! = 


Aus der Gleichung (42) konnen wir die Beziehung 


9: 
vy 8 (n) 
0, @,) = er p,”, 


(ao* ope as “++ +o, 


2 Meal 
s=0 
entnehmen, nach der insbesondere 
v ‘ ) 7 mo 


ist, sodaB By” («| a, --@,,) fiir ungerade y und beliebiges 2 eine Null- 
aera ee hat | 


stelle im Punkte x — 9 
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69. Aus der Gleichung (41) leitet man durch Differentiation die 
Formeln 


(44) — By” (e) =» B®, (a) , 


(44*) SB @) = 90 1) — pF 1) BM ole) 


her. Umgekehrt wird hiernach 


(45) ESTO Eterna he » (w| @q-° -W,)> 
1 
0 


sodaB sich das linksstehende Spannenintegral als unabhangig von oO, 
erweist. Ferner schlieBt man aus der Definitionsgleichung (40) unmittel- 
bar, da} sich die aufeinanderfolgenden Differenzen der Bernoullischen 
Polynome wieder durch Bernoullische Polynome ausdriicken lassen: 


(46) A By” (a|@,---@,) =v(v —1)---(» —p+i1)B, cuts | Wp41°'*D,)> 


@y,°°* Op 


also: fir p == 1, 2, + 


A ‘ 
(46*) A BY” («| @,---@,) = Be D) (x | @p41°': @,)- 
@1°"' Dy 


Insbesondere ergibt sich fur p= 1 


n 
(46**) A By” (a\o@,---@,)=»(» —1)---(vy—n+1)2"™. 
Man kann daher das Bernoullische Polynom By,” (x), ahnlich wie es 
bei den Eulerschen Polynomen war, auch als Polynomlosung einer ein- 
zigen Differenzengleichung, namlich der Gleichung (46**), definieren. 
Dabei mu® man dann freilich, um Eindeutigkeit zu erzielen, noch die 
Werte der eingehenden » willktrlichen Konstanten vorschreiben. 


Fur 2 = Ors bzw. x =O bekommen wir aus (41), (42) 
und (42*) 
Dee = (2B+ w,+-:-+o,)" = » ¢ iG; "S$ (0,-- + O.\iBee 
mau 
2° BY = (D® — 0, —-— 0)” = S'(—1)(F) (o, + +0,) DE, 
fe 2)” B® = De Low, +: @,) = (*) (O, a @ a De 
s=0 


wodurch die D” mittels der B{” ausgedriickt sind und umgekehrt. 
g* 
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70. Die Relation (36) 1aBt sich auch in der Gestalt 


(36%) p(B (z) + @,) — p(B) = o, p'(BY™ (a) 


schreiben und verk6rpert dann den Typus einer Rekursionsformel 
zwischen Bernoullischen Polynomen der Ordnungen n und n — 1. Ist 
p(z) etwa vom Grade m-+ n, so gelangt man leicht zu der Relation 


m+n m+n (n—1) 
Bene) 


BM (x , 
(47) ay SE ei ays Sree ae) 


s=0 On s=0 


und hieraus durch Differenzenbildung inbezug auf y zu der Gleichung 


(48) Str Ae yy ray) 
s=0 Mz*** Wy 


Diese stellt eine allgemeine Rekursionsformel fur Bernoullische Polynome 


derselben Ordnung n dar und liefert speziell fr # =O und x = - 


De [o, ++ @,] n tah f 
A gy) = 9 (y + OE teas 


s 
=O Das Oy On 


Ferner kann man aus ihr schlieBen, daB die Differenzengleichung 


n 
(49) A f(x) = (a), 
in der w(x) ein Polynom (m+ n)-ten Grades bedeutet, eine Lésung 
f(a) mit 
m+n 
B™ (z) 
Mie Ae we : 
(49%) fle +9) = SJ 2 p(y) = 9 (B®) +5) 
s=0 
aufweist. Von einem hdheren Standpunkte aus, als Sonderfall der ver. 
allgemeinerten Euler-Maclaurinschen Summenformel, werden wir die 
Gleichung (48) in § 6 ins Auge fassen, wahrend uns Verallgemeinerungen 
der Entwicklung (49*) ftir die Lésung der Gleichung (49) in Kap. 7, 
§ 1 begegnen werden. 
Tragt man in (48) 


( 
OV) = Bean (y | 1 --- On+p) 
ein, so folgt in 
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(50) Bint) ( + y O07 y+») 
=» (”) BS (a | One o,,) Be. (y | On+t1°°° Once 
s=0 


= (BM (@) + BP (y))” 


eine Darstellung des Bernoullischen Polynoms durch die Polynome 
niedrigerer Ordnung. Insbesondere erhalten wir fiir p — 0 


Be (x 3 OO, Osa e Van Be (x | W,°°:@,), 


s=0 


also die Taylorsche Entwicklung des Bernoullischen Polynoms. Aus 
ihr entspringt fiir y=, die Rekursionsformel 


v 


(51) Dy (2) 08 BM, (0) = @, B83” (0), 


s=1 


mit deren Hilfe wir nacheinander alle Bernoullischen Polynome zu be- 
stimmen vermdgen und deren explizite Auflosung durch die aus (50) 
fir p=1, y=O und n —1 statt  entstehende Gleichung 


y 


(52) Be (x | w,---o,) =» (2) of By Bo, (x | @, +++ @y—1) 


s=0 


gegeben wird. Aus (50) leitet man die allgemeine Gleichung 


~(50*) B” (a, a, t-.-+ x.) ae (BP («,) Be BP) (ar) er oe Bs (x,))” 


her. Dabei bedeuten p,, p,,.-.,, nichtnegative ganze Zahlen mit 
b,+hot-:-+/,=n und w,,a,,...,%, beliebige Zahlen. 

71. Zur Aufstellung eines expliziten Ausdruckes fiir die B,” [w, ---, | 
und D;" [w,---@,] setzen wir in (50) x = y = 0 bzw. # = uae 5; oe 
Vy = Past 4 One -, p=1 und »—1 statt ». Dann bekommen wir 
(63) BS” [o,---,| =») (7) oO, BAB ae [Once 

s=0 
i ' _— 
(54) Di [,-- | =D) (7) 08 De Dis” [, --- 0, ], 
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wahrend sich aus (50*) die allgemeinen Formeln 


(n) as yt 81 Sy 

B®” [w,---,|= (Bo, +--+ +,B ,) Oy er ef Ot ++ On" Bs, Be, 
(n) me NY y} 51 8p 

D, Oo, (Do, =. =| Da) =o Sol eee Wn Ds, +++ Ds, 


ergeben, wobei die Summation tber alle ganzzahligen nichtnegativen 
$1; Sg>->+) S, erstreckt ist, welche der Relation s,-+---»--s, =» ge 
niigen. Die letzten Entwicklungen fuhren weiter zu den Gleichungen 


BY” («|o,-+-@,) = ( +,Bo,+---+,Bo,)’, 


ar pin (Ret On) _ + Den, +++ + ,DO,)” 


und zeigen auBerdem, daf BOD BS (x) symmetrische Funktionen 


der Spannen w,,-.-,@, sind, fiir welche die Homogenitatsrelationen 
(55) BY [Aw,,---,40,] = 4B,” [w, --- o,]; 

(56) D® [1@,,-++, Aw,] =a" DY” [w, ---@,] 

(57) Br Ag\4@,.--540,\= 4 By) (4) @,.<-0,) 

bestehen. 


Die letzte Gleichung (57) ermoglicht die Herleitung des Er- 
ganzungssatzes der Be (x), welcher in den Formeln 


By” («| w, +++ @,) = (= DeBe (o, —«|@,, — @,,-..; — @,) 


oder 
(58) By” (¢ + w,|@, 0,--+0,) = By” («| — w,, a, -.@,) 
zum Ausdruck kommt. Allgemeiner gilt fir p=1,2,...,” 

(59) Bw (e+o,+-- -+0,|@1°--@,) = BYGl- 0, a. oa ee ON 
speziell fir =n 
(59%) BY (wo, +--+ w, —2|0,---@,)=(—1) BO (2 |, ---@,). 
Die hieraus fir x =O entflieBende Beziehung 


Be (oy Pe ©, |@, ++: @,) = (—1) Bm [w,---@,] 


laBt erkennen, dai bei geradem y = 2 das Polynom iy) (x) — Bs, 


die beiden Nullstellen x = 0 und a=q@, +---+ w,, aufweist, wahrend 
bei ungeradem vy = 2.4 -+1 von neuem das Verschwinden von Bea (a) 
QO, - Sty + 


2 


ims Punkte, = “in Erscheinung tritt. 


§ 2. Die Bernoullischen Polynome héherer Ordnung. Be 


72. An den Erganzungssatz schlieBen sich zwei Multiplikations- 
theoreme an, eins fiir die Bernoullischen Polynome allein und ein 
anderes, in dem sowohl Bernoullische als auch Eulersche Polynome 
auftreten. Sie lassen sich entsprechend wie das Multiplikationstheorem (19) 
herleiten. Das erste lautet 


(60) DD) BY (x en gigs 22% 
1 


(n) oO, o, 
=m,---m B (=| Se eve a @M o,) 
1 > = 3 Ave v err * 
Pp m, My, Pp 2) ae te 


Hierbei bedeuten m,,..., Mm, (p =1, 2,..., ) beliebige positive ganze 
Zahlen. Im Sonderfall p=n, m, =---= m, =m laBt sich die Glei- 
chung (60) in der Form 


m1 m-1 
es $,@,+:---+s, 0 
(61) Pye EE ea hat ee, 
Sn—0 $,=0 


=> mnr-Y Be (max | O, cee ,,) 


schreiben und fuhrt dann speziell fiir m= 2 und 2q@, statt w, zu 


n 
(62) We Bye) 2 OO, ash O,) = By (x | CO; ai @,)> 
sodaB das Bernoullische Polynom B,” (w| a, ++: @,,) durch Mittelwert- 


bildung aus dem Bernoullischen Polynom Be (x |.-2@,--- 2q@,,) mit 
doppelten Spannen gewonnen werden kann. 
Im zweiten Multiplikationstheorem 


My—1 m,—1 


7 Dales! nr n FA 
@) See ee Bi, (ep AO. 45 & ay: 0,) 


Sn=0 $,=0 


ea i 5) @y ++, (9 + 1)---(» Je n) Ex” (x 


9 eisicen's, 


diirfen m,,..., m,, nur gerade positive ganze Zahlen sein. Es ermog- 
licht, die Eulerschen durch die Bernoullischen Polynome auszudricken, 
und liefert fiir m,=---=m, = 2 die bemerkenswerte Beziehung 


n B® (@|2a, ---2 ap) 
\ (n) vr S| e Zz 
(64) E, (2 | @,--- @,) = A (y+n)---@~+1) 


Or On 


welche die Verkniipfung der Eulerschen und Bernoullischen Polynome 
besonders deutlich zeigt; das Eulersche Polynom E;” (x|w,---@,) 
geht bis auf eine multiplikative Konstante durch Differenzenbildung 
aus einem Bernoullischen Polynom mit doppelten Spannen hervor. 
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Aus der Identitat 
My—1 by 
ie “+8 nia 
Dee f (x I Sq, 0) 
Sn=0 $,;=0 
Emy-1  $m-1 
=(— 1)"o, car ne ee ey A f(e#+2s,0,+---+2s,o,), 
$n=0 $1 =0 Wy: Oy 
in der m,,...,m, positive gerade Zahlen bezeichnen, erhalt man 
schlieBlich, weil die rechte Seite fiir ein Polynom niedrigeren als y-ten 
Grades verschwindet, fiir »=0,1,2,:..,2—1 als Erganzung zur 
Gleichung (63) 


Mn—-1 


(63*) ie: esis Seana ie eS: ee ae fat SH San) 0. 
8n=0 s,;=0 
Durch den Grenziibergang m,—-co,--:,m,—+oo vermogen wir 
aus dem Multiplikationstheorem (60) eine Verallgemeinerung der 
Formel (45) fiir das Spannenintegral zu entnehmen, und zwar gewinnen 
wir unter Beachtung der mit Hilfe von (52) leicht zu bestatigenden 
Beziehung 


By (el Ome; COMDAY a" Oy Bogle (SD. ge pari @ Alles) 


die Gleichung 


(as fo ‘Be Se clBN —.. mate ta @,:-:@,) dt, 


@,- 


(n—p) 
= By % (| O45 ae One 


Insbesondere wird ftir b=n 
1 1 


(65) litre .- i BY («+ o,t,+---+ O,t,|@O,-°: @,) dt, = 


0 0 


aa ‘ : 
Ersetzt man hierin « durch x + $1, as Deer Ss, Oe. gibt denas die 
Werte 0,1,..., m;—1 und addiert die entsprechenden Gleichungen, 
so erhalt man in der Gleichung 


Myn—-1 m,—1 
DNS eat si see sae 
Sn=0 $1=0 


m, 


mM, 
= fat, [BP @+ ot, apr RO bd 
0 


My +++ My ee 
m7 Ay Brin l(t| ©, 22.) 


— fo ce 1) ane (v + nN) My O1-+ Mn on 


§ 2. Die Bernoullischen Polynome hiéherer Ordnung. Si 


eine Verallgemeinerung des Bernoullischen Ausdrucks (Kap. 2, § 1) der 
Summe der Potenzen der natiirlichen Zahlen durch Bernoullische Polynome. 
Fur x—+0 bekommt man aus der Relation (65) die Beziehung 


ali 1 
fat, J By (ot + +0, #,) dt, = 0 


bei beliebigem positiven »y und 7. Bei ungeradem » — 2u+ 1 trifft 
diese Beziehung auch fiir das Eulersche Polynom E” (x) zu: 


1 it 
‘ fdty- J Estes (@4 +--+ 0, 1,) dt, = 0, 


wie man durch vollstandige Induktion aus der am Schlusse von Kapitel 2, § 2 
angefuhrten Formel 
Cc 


1 
JES (@t|o)dt= hia esi is 
0 (v + 1) 2” 


und aus der Gleichung (10) entnimmt. Fir beliebige » ist der Wert 
des letzten Integrals 


Ai 
dt,,-- LEM (o, ty a ay ai ow, t,,) at, 


(-1" WW y! 
ee ee 


ys 


3 
Caaie Cs, 41 Oe con” s 


wobei die Summation tuber alle nichtnegativen ganzen s,,..., s, mit 
se taut 
Die Gleichung (64) in der Gestalt 


1 
( 
fat, J Be @ + @,t,-+--: +o, t,| 20, --- 2@,) dt, 


— E,” («| w,---@,) 


Ns 


lefert fur «=O 


L 4 
; EON co, ce vey | 
(n) 1 nm 
fas, .- [ni (Oph = o,f lo, 3 @,) di = —— 
0 0 


Alle diese Beziehungen, zu denen man noch viele andere hinzu- 
figen kann, stellen naturgemaBe Verallgemeinerungen der bei den 
Bernoullischen und Eulerschen Polynomen erster Ordnung erzielten 
Ergebnisse dar und werfen umgekehrt ein neues Licht auf die Eigen- 
schaften jener einfachen Polynome. Nunmehr wenden wir uns weiter- 
gehenden Untersuchungen zu, welche erkennen lassen, wie die Be- 
trachtungsweise der Differenzenrechnung Ordnung und Systematik in 
eine Reihe von Gebieten hereinbringt, die sonst recht unitbersichtlich 
und schwer zuganglich bleiben. 
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§ 8. Bernoullische und Eulersche Polynome von 
negativer Ordnung. 


73. Bisher haben wir die Ordnung n als nichtnegative ganze 
Zahl vorausgesetzt. Es erweist sich jedoch als zweckmabig, fiir n 
auch negative ganze Zahlen zuzulassen. In Anlehnung an die fur nicht: 
negative n giiltigen Beziehungen (46**) und (2) 

n 
(n) v! = 
ae | eee @,) a (vy—n)! a ee 
7 pt) 
WW lee (a|@,--- @ Va ao” 


1.1. On 
definieren wir das Bernoullische Polynom von der Ordnung — n durch 


© a 
(66) Bs n) (x | 1° @,) Seria ma avin 


“On 


und das Eulersche Polynom von der Ordnung — mn durch 


(67) Ey (c| @, 2°? @,) == v x”, 
woman 

wobei vy und » ganze nichtnegative Zahlen sind. Die Bernoullischen 
und Eulerschen Polynome von negativer Ordnung sollen also 1m wesent- 
lichen die aufeinanderfolgenden Differenzen und Mittelwerte der Po- 
tenzen von x mit michtnegativem ganzen Exponenten sein. Auf das 
Problem der Differenzenbildung fiir die Potenzen von gw sind wir ja 
schon in Kapitel 1, § 1 gestoBen. Man erkennt unmittelbar, da 


(68) A By, (| 0 --- 034) = 7 Brot” (#0, ++ y41), 


On +1 


(69) el (v|@,---w,) = je (x|o, eG) 


On+1 


ee 


ist, daB also die friiheren Beziehungen 
p 
* (n) as 
(46 ) Ie, (x) = v(y—1)---(»— sen ies 


p 
(3) VES (c)—= Be? (a 


auch fur p> in Kraft bleiben. Wenden wir auf die fiir nicht- 
negatives m und p bewiesene Gleichung 


y 


(8) Ey? @ + 9) = 31) £ @) B®, (y) 


s=0 
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my : 2n 2p 
die Operationen WW in bezug auf 2 und W/ in bezug auf 
@My+** On Wy*** On Dy+++ Op Wy+** Dp 
y an, so verwandeln sich in ihr m und f in — m und — p. Dieselbe 


Bemerkung kann man bei der Gleichung 


v 


(50) BE? et y) = D)(2) BY @) B®, (9) 


s=0 


machen. Die Beziehungen (8) und (50) bestehen also fiir alle ganz- 
zahligen Werte von m und p. Wichtige Sonderfalle sind 


v 


(70) Ew + y)= Sy BO" (a), 


s=0 


(71) BE" (e+ y) = 37 (2) yr BO” @). 


s=0 


Setzen wir noch in Analogie zu frither 


(—n)__ pl-n) te A aren 
By => 18% (0) ace c = n)! ety “z=0 
(—m) 9 ¥ p(—-n) d : : 
C 230) E! (0) =— 9? yy ABE > 
My" On “%=0 


pon = ary ae 


jp! we pe) = Oe maa 
y y 9 > 


so lassen die Gleichungen (70) und (71) erkennen, da®h die Polynome 
negativer Ordnung durch die Boot usw. gerade so ausdruckbar sind 
wie die Polynome positiver Ordnung durch die BY usw. Die BS” 
und CS” sind bis auf multiplikative Konstanten die Differenzen und 
Mittelwerte der Potenzen von « an der Stelle x =O. 
Um die Bs! usw. explizit angeben zu kénnen, tragen wir in (50) 
z= y=O ein. Die entstehende Rekursionsformel 
ae xy Cele 
50 


ist auch richtig, wenn man C, D oder E statt B schreibt. Man findet 


zunachst 
Boa a (eae ae ie st ea a : 


Bo [o] = = Gia [co] = packet 
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ferner fiir gerades »y = 2u 
ES [o] — ot, DS [o] = 9° 
fiir ungerades y= 2y-+1 
Ex,t1[@]=0,  Day¥i[o] = 9, 
dann allgemein 
Baas Cae ery EO) Doge Grcce |= On 


Durch vollstandige Induktion ergibt sich gchlieBlich 
(—n) De oe yet 
pee oe acy, GE: re! i sate ooe 


Gey [w, ae 8 o,,| 7 ee !. 7 a ” [ew ale < Gig [o,,] 2 


wobei uber alle nichtnegativen ganzen s,,..., 5, mit s,--++:--$s, =» 
zu summieren ist, sowie 


= 2w)! 
Ee [w,---o,] = sy ee OL Wns 


ye—|| S,! Carers Sie 
(—n) (2 w)! Or ne Sn 
2u [o, l=Deace (Sp iyhee Ore 
worin die Summation tuber dieselben Werte von Sips Sy Mit Aus 
nahme der ungeraden \autt. 
74, Nehmen wir in (50) und (8) p= — 1, so entsteht 
C x) ( —1)\7 
(72) (e+ 9) = 3) (2) Be @ BE? (y), 
3=0 : 
(73) @+ w= 3) BP @ EC? Wy), 
s=0 


insbesondere fir y = 0 


vm S()errerm am). 
3=0 


Diese Rekursionsformeln liefern die Bernoullischen und Eulerschen 
Polynome n-ter Ordnung ohne Durchgang durch die Polynome ntedrigerer 
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Ordnung, wie es bei (50) und (8) der Fall ist. Sie lassen sich auch 
in der Form 
Bd Bey 


oe! s! s 4 
50 dx 


y 


(—n) gs (n) 
ees sy C3 tf & 4 () 
c= eee! ax 


schreiben. Aus diesen Beziehungen liest man ab, da die Bernoullischen 
und Eulerschen Polynome linearen Differentialgleichungen mit konstan- 
ten Koeffizienten gentigen, fiir welche sie die einzigen rationalen Lo- 
sungen sind. 


Wenn man in (72) x = y=O0 wahlt, so bekommt man in 


Vv 


(74) >) ({) Be Ba? = Settee 


s=0 LO, y SS O 


eine fur die Berechnung der Formen BM” mit positivem # sehr niutz- 
liche Relation. Die Bae von negativer Ordnung sind namlich durch 
einfache Differenzenbildungen zu gewinnen und von einfacherer Natur 
als die Bo und man braucht sich, um (74) anwenden zu konnen, 
nur die BS” zu verschaffen. Fir die C”, D”, E™ gilt dasselbe, 
wenn man in (74) C, D, E statt B schreibt. 

Alle Ergebnisse fiir die Polynome positiver Ordnung bleiben unter 
sinngemaBen Abanderungen auch fiir die Polynome negativer Ordnung 
giiltig. Beispielsweise kénnen wir fiir die Relationen (62) und (64) 


he - 


M1'** On 


20,0: 2) = By” (x|-0, +++ @,)> 


d n 


a” 


n 
A By (| 2 oy +: 2. @,) = Ey” (x | @,-++@,,) 


W1°** On d 


unter Heranziehung der Formel (12) aus Kapitel 1, § 1 
LON) WEES 


folgendes ersehen: 


n 
Boe 2-98 20 wen BS Orlow: @.), 
( 1 n 1 n/ 


y+ On 


a” (—n) - (—n) 
DAN? Ww, “2 wm \as\ BE, Pico.) 
\ al, n 1 n 


n 
dx Or On 
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§ 4. Ausdruck von Differenzen und Mittelwerten durch 
Ableitungen. Erzeugende Funktionen der Bernoullischen 
und Eulerschen Polynome. 

75. Es sei f(x) eine in einer gewissen Umgebung des Null- 


punktes regulare analytische Funktion. Wenden wir in der alsdann 
gultigen Maclaurinschen Entwicklung 


n n 
beiderseits die Operationen A. oder VY an, so entsteht 


>) fae ease 
= S70) (Dea Ee ye) 


Vermége dieser Formeln werden die Differenzen und Mittelwerte der 
Funktion f(«) durch deren Ableitungen ausgedriickt. Die auftretenden 
Reihen sind konvergent, wenn die absoluten Betrage der Zahlen x 
und w genugend klein sind. Die umgekehrte Aufgabe, Ableitungen 
durch Differenzen auszudricken, werden wir in Kapitel 8, § 7 losen. 


~~ “a. FI 


@y" ve 


Beispielsweise wird fiir die Funktion f(x) = e**, fiir welche wir, 
wie schon in Kapitel 1, $1 erwahnt, die Differenzen und Mittelwerte 
leicht explizit aufschreiben k6nnen, 


GUNG TN ae fGen xt oP 
(75) ar (ol eon 


n ! 
@,+*- Wnt Vals 


Ce eC = 2” R(-n) (4 ie 


n v! 
2 v=0 


(76) 


wobei die Reihen fiir alle x bestandig konvergent in ¢ sind. Damit 
haben wir die erzeugenden Funktionen der Bernoullischen und Euler- 
schen Polynome negativer Ordnung gefunden. Sonderfalle sind 


(e1? — 1) + - (eat )_ SY pes 


n 
@,->-W,t 


. . 2 
sin @,¢---sinw, t gee (—n) 
im = (— 1)” . y, Da» > 


@,-** Oy 
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(eran ly... (e!4.4) sy 4” Cun 


n ! ¢ 
2 v=0 e 2” 
ol 
cos PaACOS —_— n) 
yb ++ COS Op >? ( Sune ES”, 
y= 


Um auch fiir die Polynome positiver Ordnung die erzeugenden 
Funktionen aufzustellen, gehen wir folgendermafen vor. In Verbindung 
mit Gleichung (74) schlie&t man aus (75), da& die erzeugende Funktion 


der B” zu derjenigen der B{~” reziprok ist, dafi also 


(0) * @ 
. Ee nt -S5 og 
C= 1) oie 


gilt. Wegen 


BO” (a = 3 ()s Bm, 


finden wir schlieBlich 


Giptincome re” i” 

{| * * = By el woo, 
( ) Car 22 (e2nt_ 1) = yl ( | 1 P| 
Auf entsprechendem Wege ergibt sich tiber die Beziehung 

gn a NG, (n) 
(ee: tye Ont 1) = pil 9” 
hinweg die Relation 
ON xt ee t” (n) 
(78) a yt eont = > y! Ie (w | BD 2 o,.) ; 
(EST OUTED a ie 


Die in (77) und a auf der linken Seite stehenden Funktionen sind 
die erzeugenden Funktionen der Bernoullischen und Eulerschen Polynome 
hoherer Ordnung; die rechts auftretenden Reihen konvergieren fiir 


Sega: hag 2a 
|¢| < min wet 
Wy, | 
bzw 
: | era 
Jt} <min(|},...,|=)) 
1 Dp | 
bestandig in x. Fur z= Aten erhalt man die Formeln 
& ay 
WO, +++ @,t” pee tt yt Dp” 
ie go en ) (2y)! oe 
y= 
lo 2) 


Qy : 
Sec @,t++-SeC W,t = > (— 1) Gy Be 
»=0 
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Im Falle »=1, w,=1, also bei den gewohnlichen Bernoullischen 
und Eulerschen Polynomen und Zahlen, haben wir die soeben an- 
gefiihrten Entwicklungen bereits in Kapitel 2, § 3 kennen gelernt. 


§ 5. Zusammenfallende Spannen. 


76. Was tritt ein, wenn zwei Spannen zusammenfallen? Wir wollen 
beweisen, daB sich dann ein Bernoullisches Polynom n-ter Ordnung mit 
Hilfe dreier Bernoullischer Polynome (n —1)-ter Ordnung, ein Euler- 
sches Polynom n-ter Ovdnung mit Hilfe zweier Eulerscher Polynome 
(n —1)-ter Ordnung linear ausdriicken laéBt. Zu dem Ende differen- 
zieren wir in der Gleichung (77) nach w,. Dann entsteht 


LE Get c @,) Wg * ++ Wnt"e™ 3 OO, ot gt eo meee 
Pcie 1 oO, pete oUlee Lyfe (en ert) (CIE re 


Die rechte Seite geht, wenn man nach Potenzen von ?¢ entwickelt, 
uber in 


ae * B® (a | @,@,°°°@,) — Bue (« + w,|@,@,0,:--,)]; 


durch Koeffizientenvergleichung bekommt man daher 


0, 52 BO” (a | a: ,) = BY” (2 | oy @y---,) 
ab 


nr 
(n+1) 
— B, (7 + w,|@,@, @,-.-,). 
Schreiben wir diese Relation in der Gestalt 
(n+1) Law n@) ; 
(79) B, (x|@,@,@y°+: w,) = B, beast ol 


(n) | n 
— vw, By-1(x%|@,@,:--@,) — Oa =, Be («| 00, 4 -- @,), 
so erscheint, wie wir behauptet hatten, BY’*” (a| o, ©, @,**-@,) durch 
drei Polynome n-ter Ordnung ausgedriickt. Ganz entsprechend findet 


man durch Differentiation der Beziehung (78) nach «, 


(80) Ee (x| @, @, @,---@,) = 2 iB? (x | ©, Wy ++ Wy) 


2 05s (n) 
Fey, Ev+1 (%| Oy Wy °° @,,). 


Setzen wir 20, so bekommen wir folgende Ausdriicke fiir die 


(n+1) (nti) _. : 
Formen B,, und £\"*” mit zwei zusammenfallenden Spannen: 
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(73%) Byte lo, 40, °--O,| = BY” [w, 4°: @,] 
— v0, Be, [w, 0: °- w,| — @, = By” (wo, --- @,]; 
(80*) Cr) (0, ©, O,--- o,| = 2 0" [ow D4 @,°°-@,,| 
+ : ae Cai [w, w,°-:@,,]- 


77. Noch viel wesentlichere ceneaians ata treten ein, wenn alle 
Spannen denselben Wert annehmen, z. B. den Wert 1. Dann erhalten 
wir gewisse Zahlen und Polynome, welche z. B. bei vielen Unter- 
suchungen im Gebiete der Gammafunktion und verwandter Funktionen 
vorkommen und uns im weiteren Verlaufe unserer Betrachtungen 
oft von Nutzen sein werden. Hierbei ergeben sich auch mancherlei 
interessante Aufschliisse tiber die Faktorielle (a — 1) (a — 2)--- (a —n). 

Die Gleichung (77) fiir die erzeugende Funktion der hdheren 
Bernoullischen Polynome geht im Falle lauter gleicher Spannen vom 
Werte 1 tuber in die einfachere Beziehung 


e yt” (n) 
ARAN eoetieee (2); |¢| << 2a, 


aus der man durch Differentiation nach ¢ und Anwendung der Differenzen- 
gleichung fiir Bt” (x) die Formel 


(81) By *” (2) = a gi) (x) + @ — n)— BY, (a) 


entnimmt. Diese Formel gestattet, unter Zugrundelegung der gewohn- 
lichen Bernoullischen Polynome B,(x) nacheinander die Polynome 
BY” (x), BP (a), ... zu bestimmen; sie gilt iibrigens auch, wenn n 
negativ ist, wie man durch Differentiation der erzeugenden Funktion der 
Polynome von negativer Ordnung erkennt. Fur die Eulerschen Polynome 
besteht die analoge Beziehung 


n 2 f 2 (n) 
(82) [Sere Qi =o By (x) — re (x — n) E,” (a). 


Insbesondere ergeben sich fir #—0O als Rekursionsformeln fur die 
Zahlen B”*” und C{"*” die Gleichungen 


, (es) mee, (n) _ ), p(n) 
(81*) ge es et ER te 
(82) Ge rao. 


Auch wollen wir fiir spater die Beziehung 


(UL) fa Ss (n) 
Be ay = (1) B 


anmerken. 


Noérlund, Differenzenrechnung. 10 
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Beachtet man, dai 


1 y \ (n) 
pitt) — SB eBeee 


s=0 
vy 

) 

Ce arcs. 
3=0 


s 


ist und da alle B, mit ungeradem Index grofer als 1 und alle C, 
mit geradem positiven Index verschwinden, so liest man aus (81*) 
und (82*) die weiteren Rekursionsformeln 


(83) BO =—" S1(-1)' (2) B, Bes, 


84) cH, =—n S1(-1) ie GGks 


ab. Die Rekursionsformeln (81*), (82*), (83), (84) sind besonders ge- 
eignet zur Bestimmung der GréBen BM” und Ci”. Mittels der Glei- 


chungen 
DY? = (2B +n)’, E,” =(C™ + n)” 


kann man nachher die De und Eee ermitteln. Alle diese Grofen 
treten bei vielen Problemen der Analysis auf. Sie sind Polynome in n, 
708s, 1st) 


nN 
Bi =1, Bien. > 
(n) __ n(8n—1) (n) n(n —)) 
Bs = ee B3 —— 8 > 
jC AU a) Be” n® (n—1) (3 n®?—7 n— 2) 
tb bans 240 : es: S96 ieee 


Dies legt eine neue Verallgemeinerung nahe. Wahrend bisher die 
Ordnung m eine ganze Zahl war, kann man sie jetzt als beliebige 
komplexe Verdnderliche ansehen. Die so definierten Polynome B sind 
dann die Entwicklungskoeffizienten in der Reihenentwicklung 


(iy Shor, | heen 
A v! 
0) 

bei komplexem z, welche als Sonderfalle die Reihenentwicklungen fiir 


die erzeugenden Funktionen der Bernoullischen Polynome mit lauter 


*) Weitere Angaben iiber die Polynome B™ sowie iiber die Polynome DY 
findet man in Tafel 5 und 6 am Schlusse des Buches. 
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gleichen Spannen von positiver oder negativer ganzzahliger Ordnung 
enthalt. Eine andere Reihe, in der die B® vorkommen, ist 


oe (2+) 
(log (1 -+2)\z e- 2; 

NAS 
1 : \ eee pasrape Lele ds 


78. Wahlt man in (81) y=, so entsteht die Relation 


BY (a) = (@ — n) Br? s (a). 
Wegen By. (x) = 1 folgt aus ihr 
(85) BE () = (@ — 1) (e —2)---(@— 0), 
also wird 
Byt? —(—1)"n! 


und 


n 
2 


De (— 1)? (1-3-5-7---(7 — 1)) fiir gerades n, 
Dit” =0 fiir ungerades n. 


Durch (85) wird die Faktorielle (« —1)---(« —n) als Bernoull- 
sches Polynom ausgedriickt. Weiter kann man schliefien, dab 


@+1 


Bn" (x)= J (¢ 1\(f==2)\207t =n) dh, 


also speziell 


ist. Andererseits gewinnen wir fiir » <n 


(n +1) ok teas 9 ee 
Bi ae : a 1) (a 2). .-(a n), 
(86) ea 1) Cee eo) 
insbesondere 
1 Lee Ee ae se ) 
Bee t) = n (x 1) (a 2)--- (x mls 4 a—2 | ah 
und 
; el ly, 1 
Bet" 22 (— i*al(its+y + bo) 
n 
(-1)* gn[(n)I] ftir gerad 
Ge) MGs n ur gerades 7. 
Dn > n+! 2 (3)! " 


10* 
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Die Formel (86) gestattet, die Ableitungen der Faktortellen 
(a —1)---(a —n) durch die B\"*” (a) auszudriicken. Insonderheit erhalt 
man im Ponktes’ 2-0 (rire) —=001 ec ere) 


n! (n+1) 
(te —@—2)--@— a) = gt ate”, 
woraus sich folgende Entwicklung der Faktoriellen (x — 1)--- (w —n) 
nach Potenzen von x ergibt: 


(x — 1)(« — 2)---(«@ —n) —» & asp ee 


Diese Entwicklung lehrt, da® die in ihrer Bedeutung zuerst von 
Stirling [2] erkannten Zahlen (— 1)* & BS” fir s <n positive ganze 
Zahlen sind. Bei der numerischen Differentiation und Integration in 
Kapitel 8, § 7 werden wir oft auf den eben auseinandergesetzten Zu- 
sammenhang der Faktoriellen mit Bernoullischen Polynomen zurtck- 


zugreifen haben. 
Wenn wir in (81) n=1, 2,... setzen und vollstandige Induktion 


anwenden, gelangen wir zu der Formel 


(87) BY z) (n+ Nes) pH ee eee 


y—n-+s 


=o 96h) 3 paal 5 ches. 


Sie ermoglicht, die Bernoullischen Polynome beliebiger positiver Ord- 
nung mit lauter gleichen Spannen in einfacher Weise aus den Ber- 
noullischen Polynomen erster Ordnung aufzubauen; fiir » < m reduziert 
sie sich auf die Gleichung (86). Bei den Eulerschen Polynomen be- 
steht die ahnliche Beziehung 


(98) ES" (@ = UES By te) Die ee) ae ae 


lagi: 1)? (") By (2) BOE” (a). 


s=0 \ 
Fur 20 bekommt man aus den letzten beiden Gleichungen die Be- 


ziehungen 
n 


Bird _ (n +1) Ms = hea (*) oe Beth 


=) 


Cor bs Le pe Nghe ‘Va —8 Cae ee : 
=0 


n} 
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Vergleichen wir die Entwicklung der Faktoriellen (x — 1)--- (a — ») 
nach Potenzen von x 


Vv 


(@—1)@ —2)>--(a — v) = >) gabe 


s=0 


mit der nach der fritheren Formel (50) bestehenden Gleichung 
aire Si(S)am eat 


so konnen wir die symbolische Relation 
(89) (B (n) Be ee 1)(B B™ AS pies 2). (Be afl v) 2 yet eee (x) 


ablesen. Insonderheit ergeben sich fir x=0,1,y+n-+1,v+n 
folgende Rekursionsformeln: 


(pe 1) (Bee 2) Ph (pe ? ae 1) (Be v) oe Bay 


Pe ee = 2) a -(B (n) yeaa ) ae Boe 


(B® +n+1)(BM+n+2)-.-(BP+nty—1)(BY+n+r)=(— LB 


Wt (n+?) 
(B™+n)(B™+n+1) (BM +n4+2)--- (BP tn+r—1) (= 1) Bae 
Fur 1 = 1 vereinfachen sich die rechten Seiten zu 
i 1 1 1 
Ear ee Beets 
y v! 5 
et) Mires 
1 il Toe 
Peers 
yp! 
eee ae 


Analoge Entwicklungen sind fur die D{ vorhanden; man be- 


. nN 
kommt sie, wenn man in (89) @ durch a ers. ersetzt. 


79. Die fiir ein Polynom y-ten Grades bereits in Kapitel 1, § 3 


in der Gestalt 
. 
s 
Gri Nee 
ry ey ey Al 
=) 


hergeleitete Newtonsche Interpolationsformel ermoglicht fur f (x) =B,” (a) 
die Darstellung 
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vy 


(90) BM (@+y)= >) (7) a(e—1)---(@— s +1) BMG"(y). 

a= ’ 
Diese wichtige Gleichung enthalt bei » > Bernoullische Polynome teils 
positiver, teils negativer Ordnung und ist die Quelle einiger sehr be- 
merkenswerter Relationen. Fiir y= 0 und y= 1 liefert sie unter Be- 
nutzung der Beziehung 

iO) yy ae Fo) 

By = paige, ae 

die Gleichungen 


» 


Be) = D)({)e@—1)--(@—s +1) Bes, 


s=0 


durch welche das Bernoullische Polynom B,” (v) nach Faktoriellen 
entwickelt wird, und 


Vv 


BI"*® (2) = (n—») 3) (2) (@ — 1) (@ — 2)--- (@ — 9) 


s—0 
Weiter gibt die Formel (90) fiir » =O in den Relationen 


y 


+9) =>) (2)e@—1)-@—s $1) BE? (y), 


a SY Ce@— 1)---(*—s+ ee 


s=0 


Entwicklungen der positiven Potenzen von x, von denen die letzte zur 
Entwicklung der Faktoriellen (# — 1)---(#—vy) nach Potenzen von a 
reziprok ist. SchlieBlich fiihrt die Gleichung (90) fiir » = n einerseits 
nach Division durch x mittels des Grenziibergangs x0, y—0, 


andererseits fiir 2 = zu Rekursionsformeln zwischen den Zahlen Bee ; 
namlich zu 


y (ez 8 Be 
= Parent s! 


== Il 


und 


n 
) 
ike Be : pyran 
i) s! ( ) nN! i 
s=0 


Die Zahlen Be treten als Koeffizienten in der Reihenentwicklung 


ye te 
eee 7 y! B, 
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auf und sind z. B. auch fiir die mechanische Quadratur von Bedeutung 
(vgl. Kap. 8, § 7). Die ersten von ihnen lauten: 


Ou (1) 1 (2) 5 (3) 9 
By = 1, By Per toe Rite Bs B3 ge 
(4) 251 (pe al 
B25 Bogen na 


bis zu jy konnen sie aus Tafel 7 am Schlusse des Buches ent- 
nommen werden. 

Wenn man schlieflich in der schon vielfach beniitzten Bezie- 
hung (90) »=yv-+1 nimmt und zur Abkiirzung die Faktorielle 
a (a — 1) (« — 2)---(a—s 4-1) mit x" bezeichnet, so entstehen die 
merkwutrdigen Relationen 


SE Ea cr sel, [sn] 


/ (v1 
gt Ba Cig ial cee 2c slbees, bie ASE a? 


die durch ihre ganze Bauart dazu auffordern, sie den binomischen und 
polynomischen Satz der Faktortellen zu nennen. In der letzten Gleichung 
wird uber alle nichtnegativen ganzen s mit s,-+----} s, =» summiert. 


§ 6. Verallgemeinerungen der Booleschen und der 
Euler-Maclaurinschen Summenformel. 


80. Um die in § 1 und § 2 angektndigten Verallgemeinerungen 
der Booleschen und der Euler-Maclaurinschen Summenformel vor- 
nehmen zu konnen, fihren wir gewisse mit den Eulerschen und 
Bernoullischen Polynomen E\” (~) und Be (x) in Zusammenhang 
stehende Funktionen E\” (z) und Be (x) ein [42]. Hierbei setzen wir, wie 
in diesem Paragrafen durchweg, alle auftretenden Spannen w,, @,,..., O,, 
als positiv voraus. 

Zunichst befassen wir uns mit der Funktion FE.” (~), ausfithrlicher 


Ee (x|@,-::@,). Diese Funktion soll der Gleichung 
n(n) 
(91) WE, (2) =0 


geniigen und auBerdem im Intervall O< a4 < mw, }---: + @, mit dem 


Eulerschen Polynom Be (w) Ubereinstimmen, es soll also 


(92) EM (e|o,:--o,) = EB (G@lo,--:o,), -O05¢< 0, +---+o,, 
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sein. Durch diese beiden Bedingungen ist die Funktion E{” (x) offen- 
bar fiir alle reellen Werte von 2 eindeutig definiert. Sie ist stetig 
im Intervall O<a<w,+-:-+o,, fiir »>0O auch im Punkte 
t=o,-+-:-+o,,, weil dann, wie der Grenziibergang «— 0 in der 
Definitionsgleichung des Eulerschen Polynoms E;” (a) zeigt, die Werte 


von E\” (x) und E{” (x) im Punkte x = w, +----++ , iibereinstimmen. 


Nach (91) besteht also bei » > 0 Stetigkeit iberhaupt fur alle reellen 2. 
Hingegen besitzt die Funktion Eo (x) Unstetigkeitsstellen. Um _ sie er- 
mitteln zu konnen, bemerken wir, daB allgemein die Funktion Be (a) 


die Gleichung 


(93) Va es (x | Oro OD.) = j ee (a | Oe: Ones. 


befriedigt. Denn einerseits ist diese im IntervallO <x <w,+---+o, , 
nach den Eigenschaften der Eulerschen Polynome sicher richtig, und an- 
dererseits verschwinden die (n—1)-ten Mittelwerte der rechten und linken 
Seite. Nun ist, wie wir schon in Kapitel 2, § 3 festgestellt haben, die 
Funktion E§” (w|q@,) abwechselnd gleich + 1 oder —1 mit Sprung- 
stellen in den Punkten a = 0, --'w,, =: 2@,,--., im denen siesvon 
— 1 zu +1 ubergeht. Zufolge der Gleichung 
Eq” (a + w,) + EP (x) = 2 Ey” («| @,) 

weist daher die im Intervall 0 <x < w,-+m, nach Definition stetige 
Funktion £)” (c!w,,@,) Sprungstellen in den Punkten p,0, + p,0, 
(p, und p, positive ganze Zahlen) mit der Sprunghohe 2 eae a 
und in den Punkten — g,, — q,@. (q, und g, nichtnegative ganze 
Zahlen) mit der Sprunghdhe 4 (— Leg 42 auf, wahrend sie in allen 
anderen Punkten, insbesondere in den Punkten $,@, und p,@,, stetig 
ist. Allgemein ergibt sich durch vollstandige Induktion, daB die Funk- 
tion £5” (x|@,---@,), welche im Intervall 0 <a < O,+--- +o 
gleich 1 ist, in den Punkten 


py OO, sig mania Pn On 


n 


(Py>--+> Py positive ganze Zahlen) und in den Punkten 
Tae eR at re CRW 
(Q;>--+>g, nichtnegative ganze Zahlen) mit den Sprunghdohen 


Eq” (p10, ala ets aie De Oar 0) = Eq” (, OO, sia baer ae PnrOn ce 0) 


Zé Dia = pn 2a 
er eee tn Pprn+n : 


Ey" (— CO eee ee a = 10) aa Ey” (— RU ae Aare FS) 


aes 2 1) aw cts” 
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unstetig, hingegen in jedem anderen Punkte stetig und in jedem von 
zwei autfeinanderfolgenden Unstetigkeitsstellen begrenzten Intervall kon- 
stant ist. Wenn » Unstetigkeitspunkte in einen zusammenriicken, so 
zahlen wir diesen als 7-fachen Unstetigkeitspunkt; in ihm ist die Sprung: 
hohe y-mal so groB wie an einer einfachen Sprungstelle. 


81. Der Differentiationsformel der Eulerschen Polynome entnehmen 
wir die Relation 


(94) 2 EM @) =v EM (2), ¥>0. 


Aus ihr ersieht man, daB E\” (w) fir » > 0 stetige Ableitungen der 
Ordnungen 1, 2,...,»—1 hat, wahrend die Ableitung y»-ter Ordnung 
unendlich viele Sprungstellen besitzt. Auch der Erganzungssatz der 
Eulerschen Polynome 1aBt sich in der Gestalt 


BE Moe @ aa (oll, BO (a). pee, 


ubertragen. Ferner bleibt die Gleichung, welche ein Eulersches Polynom 
(n +1)-ter Ordnung mit zwei gleichen Spannen durch zwei Eulersche 
Polynome n-ter Ordnung ausdriickt, auch bei Uberstreichen richtig: 


(95) ey ONG: | D1 @,@,°*-W,,) = 2 Ey” (e| W1q°- ®,) 
__ 2 8 Fw) 
+ AEM Glooy--o 


wie man sich durch Mittelwertbildung wberzeugt. 
82. Fir spatere Anwendungen wollen wir noch das Anwachsen 


der Be (z) bei zunehmendem Absolutbetrag von x untersuchen. Aus 


ee Ve: jee (x = Py W.|@,> Wy) - IS. (a) axe 2b) (= pane (x zs $05 | 04) 


geht, weil E;” (a) periodisch und beschrankt ist, die Wachstums- 
beschrankung is 

Ey” («| @,, ©) = O(|2]) 
hervor. Durch vollstandige Induktion konnen wir dann schlieBen, dai 
(96) Eel, -- »,) = O(|e|*™) 


ist, daB also Ee (x) hochstens so stark wie die (n — 1)-te Potenz von 


x anwachst. 
Als Beispiel betrachten wir den Fall gleicher Spannen von der 


GroéBe 1. Dann 1aBt sich ein sehr einfacher Ausdruck fur die E,” (x) 
angeben. Es wird namlich 


eet an yy(-1 
(97) E; qu > Ss Sil 
2=0 


Nae = 
! 


E+. (x) Dz [(w —1)---(@ — n)], 
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‘weil einmal diese Relation nach Gleichung (88) im Intervall 0 <a <n-+ 1 
gilt und zum anderen durch Mittelwertbildung auf beiden Seiten 


V7 Ea (2) he BY (2) 
folgt. Die Gleichung (97) lehrt, daf 


BS (e) = (—1)" 2 (@ —1)--- («© — n) Ey (@) +f) 


ist, wobei f(a) eine stetige Funktion von x bedeutet. Demnach ist Bee (a) 
unstetig in den Punkten x =---—2, —1, 0, ”, n--1,..- und sonst 


nirgends; die Sprunghohe fur ein beliebiges ganzzahliges p—0 betragt 


ES” (p + 0) —E™(p—o)—= (1) 2" (2-3). 


Die Darstellung (97) zeigt, dafs im vorliegenden Falle von lauter gleichen 
Spannen die in (96) angegebene Gro®enanordnung von Be (x) wirklich 
erreicht wird. 

88. Bei den Funktionen B,” (c|w,---@,) gehen wir ganz ent- 


sprechend vor. ~ Be (x) soll die Gleichung 


(98) AB," (x)= 0 
erfullen und im Intervall 0 <a < w, + -:-+ @, gleich dem Bernoulli- 


schen Polynom B,” (x) sein: 
(99) BM @|o,---o,)=B,” («|\o,-..@,), 0<2¢ <0, -+-+-+o,. 


Durch diese beiden Forderungen ist B,” (x) fiir alle reellen Werte von x 
eindeutig festgelegt. Bei vy <n ist Bi,” (x) fiir alle a2 gleich dem 
Bernoullischen Polynom B,”’ (x), weil dieses alsdann der Gleichung (98) 
genugt, und daher durchweg stetig. Die Stetigkeit trifft auch fiir 
y>mn zu, wahrend die Funktion B,” («|a@,--:@,) in allen Punkten 


Pi, aR wos an Pn On 
(py... P, positive ganze Zahlen) und 
eh es ah al 2) 
(,>--+» J, nichtnegative ganze Zahlen) um 


~ (pn) Ts 
Bae (p, eT ss Si Pa@ ae 0) ai Bn” (p, @; “ig $0 ae PeOe a 0) 


aye 3,3 
N O, Ws, QO, 
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By (—¢, 0, —-*-— ¢. w, )) Bk (iOpus. 3 Opa) 
( 


— —1)"n!o,,---o, 


springt und sonst stetig ist; beim Zusammenrticken von Sprungstellen 
finden wir die Sprunghdhe durch Addition. 


Die Funktion B,” (w) geniigt den Relationen 


B” (wo, +--: +o, —2£)=(— BS leas YZNn, 
AB,” («| @,-++ @,) = » Bitz” (@|w,---, 

-~ By” (a) = v By”, (2), yZnN. 

Sie besitzt also fiir » >n tedee Ableitungen der Ordnungen 1, 2, 


..»¥—n-—1, wahrend die (y —n)-te Ableitung mit Sprungstellen 
behaftet ist. Ferner gilt 


BY” (@|o,---@,) = 0(\2 |") 


und beim Zusammenfallen zweier Spannen 


(100) Bey (x | w, @, @,--: @,) = je (7! w, @,---@,) 
ry De (a | @ W°:°@,) — @ 0B” ‘(ae | @, y+ ++ @,) 
fat ok bis n OO, aw, Tes ae 
Im Sonderfalle gleicher Spannen w, = w, = -:-== @,, = 1 erhalten wir 


(101) B,”*” (x) = (n+ 5) PE eee oD: [(a — 1) (« —2)-+-(e —n)]. 


Wegen 


BO (@) = ne —1) (© — 2)---(@—n £1) Be) + fe) 


mit stetigem f(x) ist also die Funktion fap (z) in den Punkten 
ere ee t,t, ot, ne mit der Sprunghohe 


By” (p + 0) — By” (6—0)=—n(p—1)(6—2)--(@—n+1), PSO, 


unstetig und sonst nirgends. Die Gleichung (101) zeigt, daB die 
Wachstumsschranke 


je (wv (WD) oo w,,) == (jx (ees 


wirklich erreicht werden kann und daher die bestmégliche ist. 


On 
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84. Nach diesen Vorbereitungen gehen wir zur Aufstellung der 
verallgemeinerten Booleschen und Eulerschen Summenformeln [42] uber, die 
fiir Polynome nach unseren friheren Feststellungen die Gestalt 


m n) 
oe ee 
(31) g(a +h) = tan Y (x)  (p (a) vom Grade m), 
yv=0 M,°** On 
1 (a) ™ 
(48) p™(e-+h) = a A p (a) — (@ (x) vom Grade m + n) 
rex My-** On 


haben. Die letzte Gleichung 1a{t sich auch so schreiben: 
Be (h) ; 
ne fae Peau +---+ a, t,) dt, 


ie 0 (p(x) vom Grade m). 


Wir beginnen mit der Booleschen Summenformel. Es sei  (z) 
eine Funktion, die im Intervall e << z<2-+o,+---+a@,, eine stetige 
Ableitung (m-+-1)-ter Ordnung besitzt, und hf eine Zahl aus dem 
Intervall O<h<ow,+---+o@,. Das Integral 


On 


~ (n) (7 = 
1 { BY (h+i) n-1 
One —_ i m V 2 ne Nes a On, ves t) dt 


2 m! 
0 Cops Dae 


laBt sich bei m > 0 durch Teilintegration zu 


”) (h 4 oie ®»p) n-1 E (n) (A) n-1 
E / m 
=0.4 Eat eer i as ae Dera ae) 
O4°**On—1 ye *Wn-1 
und weiter zu 
i) in BV (n) nat 
Om ee Qn a ey V ge (x) a m! ve al (2) 
@y+*- On Z Oy Wyn-1 


umformen. Fir »—1 hat in der letzten Relation das letzte Glied 


wegen Em’ (h + w,) + EY (h) = 0 den Wert Null. Setzen wir nun 


(n) (n) (n— 
Re (3) == Ot Os 1) sess Mt 
so folgt 


(102) Rin (eyes ROG fn) ee 


und durch mehrmalige Anwendung dieser Beziehung 


m 
hy) <= 
(102*) Rie (x) i Rie (x) — gee = ak r) Vi (v) (a), 
at Dy *** On 
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weil wegen 0 <h<@,+---+, der Wert jane (h) mit dem Werte 
Eye (h) des Eulerschen Polynoms iibereinstimmt. Zur Ermittlung von 


Re (w) berechnen wir die Integrale Os Si Loe a wien) Lmters be: 
achtung der friiheren Ergebnisse tiber die Sprungstellen und Sprung- 


hohen der in of auftretenden unstetigen, stickweise konstanten Funk- 


tionen E( (h + t) finden wir 
08 =— Eon — Been 
b= —Lo ) 7 vate 7 ve) 
s—1 
a 2 Ua ere Vv p (x th+o,—p,0,—-:: —p,,)- 


Dabei bedeuten #,,..., p, positive ganze Zahlen, und die Summation 
lauft tiber alle Werte von 4,,...,p, mit h<p,o, +: +p,0,<h+o,, 
d.h. iiber alle Sprungstellen von E§" (h-+ 2) im: Intervall 0 << t<a,. 
Fiir Q{ verschwindet das zweite Glied rechts. Durch Addition der 
Gleichungen fiir s 1, 2,..., m bekommen wir, weil Ee? (h) fiir alle h 
aus 0 <h<ow,-+-:-+o@, den Wert 1 hat und die Summen tber 
die Sprungstellen, wie man durch Ausrechnung bestatigt, den Wert 
y (x + h) liefern, 


@)=— 7 p(t) teeth. 


Oy On 


Tragen wir dieses Ergebnis in (102*) ein, so steht in 


m E(k) = in) 
(103) eet h= > : © (a) + Rm’ (#) 
mit 
‘E®) h+t) 8-1 
(103*) R® (2) = — 4 1 yr f Ea Sea i pm) (~ + w, — t)dt 


s=1 5 


die angekiindigte Verallgemeinerung der Booleschen Summenformel da. 


Fir h— ~*~ crhalt man die spezielle Gleichung 


m 
@,+:+:+On 2Qy Qy (CO) Has 
(2 ah a Pa ra ROE) te Rae), 
v=0 a Dyer On 
Ws sa Gib ares + Wp 
1 ES (: bse 2 jis ie) 
Rom (#) = — a @m)! V p2m+) (x+c,—t)dt, 
y+ Ws-4 
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fir h — 0 hingegen 


m 


cl”) 
(104) p(a)= >} 
v=0 


v 
v2 ye 


gp («) + Rn’ (2), 


nm OS (8) a 
if TEAS 
(104*) Ry” (7) = — S| hee 


s=1 9 Gy °°" Ms-1 


gmt) (x + w, — t) dt. 


Die letzte Formel ist besonders bemerkenswert, weil in ihr nicht 
mehr die Funktionen Ee (hae), welche nur fiir positive Spannen 
definiert sind, sondern lediglich die Eulerschen Polynome fae (¢) auf- 
treten. Wahrend daher die allgemeine Formel (103) nur fiir positive 
Z,W,,---» @, giiltig ist, besteht die Formel (104) fiir beliebige kom- 
plexe x, w,,.--, @,, -wofern nur die Ableitung m7?» (z) fir die in 
Betracht kommenden Werte von z stetig ist. 


85. Nach (103) ist das Restglied R,,” («) offenbar eine symme- 
trische Funktion der Spannen @,,..-,@,- Der Ausdruck (103*) fur 


RY (~) laBt dies jedoch nicht in Erscheinung treten und ist daher 
fiir manche Anwendungen unbequem. Machen wir jedoch die 
scharfere Voraussetzung, daf} die Ableitung m™+(z) nicht nur fir 
e<z<a+o,+-:-+o,, sondern sogar fiir alle >a stetig ist 
und daf das Integral 


(105) Ex (— tm (z + ft) dt 


fir z>«x konvergiert'), so konnen wir dem Rest eine symmetrische 
und sehr ubersichtliche Gestalt geben. Wir behaupten, daf dann 


as MEO GR) wn 
(106) Rin (%) = ee NV ORE Cre lidi 


m 3 Oy,r**@o 
6 1 n 


wird. Denn aus der Konvergenz des Integrals (105) folgt zunachst 
die Konvergenz aller Integrale 


[ER (—)p™(e+ dt, 5=1,2,...,n, 
0 


") Es konvergiert z. B. absolut, wenn fiir ein positives « 


lim ght gp mth (x) ==) 
LB> ow 
ist. 
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fur? > wi Nunzist-fae n= 1 


F (1) 

(1) 1 ( En @+oe.—? 

Rm (x) = — 1 (Es ———pim+ (x + #) dt. 
0 


Wegen 
7 Ee 0 


O71 


kénnen wir diesen Ausdruck fiir R{ (x) auch in der Form 


Re (a) = a aa DMG + t) dt 


up Eh on 2) 


0 


+4 fo 1 — 4) 


go (m+) (x + t) dt 


EO (h—-t 
ail ( ye Gunmen sl) 9 + t)dt 


m! 


EY Ate 
-{= 7 pim+) (a + t) dt 


Oy 


schreiben, sodaB fiir »—1 die Gleichung (106) richtig ist. Aus 


RO (e) = 08 @) + RE? (@) 


laBt sich dann durch vollstandige Induktion unter Benutzung der Be- 
ziehung 


V Em (@) = Em” (@) 


2) 
oS 


ihre allgemeine Richtigkeit erschlieBen. 
Setzt man von der Funktion g(x) und ihren Ableitungen voraus, 
da®B fir ein positives ¢ die Beziehungen 


inne le aan (lle) =a Ue y=0,1,2,...,.m+1, 

r-> 0 
bestehen, so kann man von dem Integral (106) aus durch Teilinte- 
gration auch unmittelbar zu der Formel 


EO n 
(107) p(e+h—= > 7 ere) + | = eee gmt) (e+ t) dt 
y=0 1°" "On 6 1 Opn 
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gelangen. Man braucht nur zu beachten, da® in der dabei auftreten- 
den Gleichung 
Ro" (x) =— V_ (a) 


Wy On 


n 

+2” S(- De ae V p (x TW 184 Oy pa es Ole 
in der sich die Summation uber alle nichtnegativen ganzen s,,..., 5, 
erstreckt, die absolut konvergente unendliche Reihe rechts, wie schon 
in Kapitel 1, § 1 bemerkt, den Wert (a -+ h) hat. 

86. Die Herleitung der verallgemeinerten Euler-Maclaurinschen 
Summenformel geschieht auf ganz entsprechende Weise. Ausgehend 
von dem Integral 


‘B® (h4) m-1 

(n) 1 i m+n gp (m+) 

Pde oO, tat 
em +1 Dn (m ae n) | - fer j (x x =) 


O<h<o,+:-+o,; ot) (z) stetig ina«<z<2¢+o,+--+20,) 


finden wir fur 


J RY (a = Oe Sie On maa al On 


bei positivem m durch Teilintegration den Ausdruck 


Bin, (*) a 


Ryn-s (#) = Ra” (#) Sea A (2). 


“On 


Das Glied R{” (w) laBt sich auf Grund der Unstetigkeitseigen- 


schaften der Funktionen B,” (had) (S$ == 2 ae 0) 20 
: BY h n 
(108) RM @)—RM@™— "=" A p@+o@tH 


Wr ++ On 


( noe : : 
umrechnen, und as w) kann vermoge Teilintegration in der Form 


Ro” (x) = Se zo: fo OER Orbea One aide. 


v=0 


geschrieben werden, sodaB schlieflich die gewiinschte verallgemeinerte 
Euler-Maclaurinsche Summenformel 


h 
(109) w@+h)= Nae fe (a+ w,t, +--+ w,t,) dt, 
(BM) (i) on a 
myer A p(w) + Ret (2) 


v=0 M1 +** On 
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entsteht, wobei der Rest Roa (x) den Wert 


A 1 mn s—1 
(109*) Rint (a) = De | 2 sane an AK o™Y(e+o,—t)dt 


"Os-1 
hat. Nehmen wir insbesondere 4 =O und ersetzen wir gleichzeitig 
p(x) durch w(x), so bekommen wir in 


™ 


(2) = 


B (n) n 
y 5 
Vv 1 A ep” (x) 


v=0 @1"""On 


pe 
8 
Lf Bm-ntsO 
@,) (m—n-+s)! 
0 


s-1 


Gime) (w+ w,—t)dt (m =n) 


ei M9 Ws_y 


eine Beziehung, die nicht nur fiir positive, sondern allgemein fiir komplexe 
Spannen gilt. Wenn die Ableitung m(™+1)(z) fiir z >a stetig ist und 
das Integral 


FBe.. (dome + aa 
0 


fin 2 = @ existiert, kann man dem ‘Rest Res (w) aus (109*) die 
symmetrische Gestalt 


2B OMENS 
(110) Rey Maik ee ars 


geben. Fiir die Anwendungen ist besonders die aus (108) entspringende 
Formel 


gmt) (ge t) dt 


My On 


PB (b=) om 
(111) pe+n+ | mop A eet ide 


Mz, ** Oy 


m 


0 
Be (ay 6 Bi” CEs 
is Dy v+n A p) +f m+n A gim+t) (a + t) dt 
ar (CAT aire ee (Met 


wichtig. 


87. Mit Hilfe der eben aufgestellten Summenformeln wollen wir 
die Restglieder in den Reihenentwicklungen der erzeugenden Funk- 
tionen der Eulerschen und Bernoullischen Polynome 


gn phn = Bo (A) s 
ir eat yy ED) rig 


(e179 Ae Tne nler 277-8 1) hoe! y! 


»r?=0 
& ® (pn 
ane Wee 8s) (— 7)" 
(1 Spel Mec f (i =e pon 7) a y! 7 


Norlund, Differenzenrechnung. 11 
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ermitteln. Dazu tragen wir in (107) p(w)=e-"* ein und setzen 
x —=0QO. Dann gewinnen wir 


ate Oo 
(ee) deo et 
PE (4—t 
ate (— nt | m ae ) PEE 
0 
Ahnlich gilt 
Oy On yh em hM y 2) (ay 
(1 Sen 11) hae (1 — eT On 1) aa oe y! y 
— (— Hye iS F ) e~"t dt, 
0 


womit die Restglieder bestimmt sind. Aus den hiernach bestehenden 
Relationen 


© Te (n) (h—t) Sy ) 
™m —yt a — PLN Ed as ‘ 
| me ere ee are 
gamle (h —t) t y Or el (4) ta 
Set di ee 
5 yv=0 


konnen zwei nutzliche Beziehungen entnommen werden, die wir fiir 
eine spatere Anwendung (Kap, 7, §1) hier anmerken wollen. Diffe- 
renziert man p-mal nach y, so ergibt sich 

*  (n) ( 2 RE (n) 

Sm ep ne ee ae! Ey +m+p+i 4) (v+)! ’ 
ecm dt 3 =i) ae 
m! = (vim+tp-+1)! vy! 
(Toa 


0 


Das Integral links konvergiert fiir 4 > 0 und divergiert fiir n= 0: 


Da es fiir 7 > 0 eine in 7» = 0 regulare analytische Funktion darstellt, 
strebt es fur 7—+0O einem Grenzwert zu, und zwar wird 


: "= (n) ; ig os peepee 723 Dy! (n) : 
oe 1 (h —- t) EAU GLE a (m+ p+l)! Emig (h) ) 
0 


entsprechend gilt 


lim [Bmre—a) {et di — EE Bh 


50 Cee Sere 
0 


(m =n). 


Siebentes Kapitel. 


Mehrfache Summen. 


§ 1. Existenzbeweis fiir die Hauptlésungen. 


88. In den Summenformeln des vorigen Kapitels haben wir die 
Mittel zur Verfigung, um den Beweis ftir die Existenz derjenigen 
Losungen der beiden schon zu Beginn von Kap.6 erwahnten Gleichungen 


(1) A F(x) = (a), 
(2) WV) LENGE 2D) 


y+ On 


zu erbringen, die wir als Hawptlésungen aus der Menge aller Losungen 
herausheben wollen [42]. Bei vielen der folgenden Betrachtungen tiber 
die Gleichungen (1) und (2) konnen wir uns kurz fassen, da sie 
wie die analogen Untersuchungen in Kap. 3 beim Falle 1 =1 ver- 
laufen. Wir setzen im gegenwartigen Kapitel durchweg die Verdnder- 
liche x als reell und die Spannen w,,...,@,, als positiv voraus. Zur 
Vereinfachung erlegen wir der Funktion w(a) die Bedingung auf, daB 
sie fir x > bd eine stetige Ableitung einer gewissen, etwa der (m-|-1)-ten, 
Ordnung  besitzen soll derart, daf{ fiir ein gewisses positives « die 
Limesrelation 
(3) lim ate gmt) (a) = 0 

- £0 
besteht. Die niedrigeren Ableitungen von g(a) sowie auch p(x) selbst 
miussen dann, wie man leicht sieht, von der Form 


(4) Oran =” (x) ="), (x) + Dy (x) (y Se 1 Oe ha —- 1) 


sein, wobei p,(x) em Polynom (y — 1)-ten Grades bedeutet und y, (x) 
eine stetige Funktion von a mit 


(5) him 242 = w, (7) O 
; Lx 
ist. 
Es 
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Unter Zugrundelegung der Voraussetzung (3) lassen sich die Haupt 
lésungen der Gleichungen (1) und (2) leicht aufstellen. Dazu bilden 
wir in Analogie zu den Ansatzen in Kap. 3 die Ausdrucke 


(6) G (20, O,; 7) — a" SICK L)ito- +80 (@ + Q)e-7@+2) 


BY”) | (x—2) 
(7) F,@]@,--- 5 ork may Pee" de 


/ n y O —n (%+2) 
+ (-—1) Of oo gy (*+ ye Ui 5 
wobei zur Abkutrzung 
| = (@. 
Sy O, er foxes -|- Se 


gesetzt ist und die Summation tiber alle ganzzahligen nichtnegativen 
Werte von s,,...,5, lauft. Diese Ausdriicke sind fiir 7 > 0 in jedem 
endlichen Intervall 6<a2<B mit beliebig groBem B gleichmabig 
konvergent. Offenbar geniigen G, (x | ,---@,,; 4) und F, (#|@,--- @,5 ) 
denjenigen Differenzengleichungen, die aus (1) und (2) hervorgehen, 
wenn man (x) durch m(x)e-"* ersetzt; bei F(x|w,--- w,3 7) muB 
man daran denken, da® BY” ,(x) ein Polynom (nm —1)-ten Grades mit 
der n-ten Differenz Null ist. Nun wollen wir 7 nach Null fiihren und 
zeigen, da dann die Funktionen G, (#|@,-+-@,,; 4) und F, (% w,--- @,; 7) 
gleichmaBig Grenzwerten zustreben. Zunachst beschaticen wir uns mit 
der Funktion G, (a | ,::: @,3;)- Wir ersetzen in der Summenformel 


m E™ h) on Et) jee 
g(e+h=)/ cle pany’ y+ f7BS ee oo pm) (ae + t) dt 
ae che ae 


x durch a + Q, wahlen beliebige positive, ungerade Zahlen Depa 
und geben in @ den S» nachemander, diegW ete, Omiae2e7., Pipe 
Multiplizieren wir die so entstehenden Gleichungen mit (— 1)** "7% 
und addieren sie nachher, so erhalten wir unter Beriicksichtigung der 


Formel (15) in Kapitel 1, § 1: 
Pn—-1 jie n n 
3 Seapets 2 tere oie 


ae) GONDOLA 
8n=0 $,=0 n P1@1°"* DnOn 


die Beziehung 
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Pn—-1 ~— py-1 
(8) ONE. a Leg? Pate Birt 82) 
Sn=0 $,=0 


™ 


EM (h) om Eo es n 
SEO 6 orn (EO? ogni t gas 
Pia P11 


v! ‘ 
v=0 P11" “*"PnOn 


Hierin schreiben wir q(x)e~”* an Stelle von g(x) und lassen nachher 
die Zahlen p,,..., p, unbegrenzt zunehmen. Wir behaupten, da sich 
dann die Gleichung 


EM (, 
(9) G,,(@ + h|@, ++: o,5 9) oe oa ’ Drip (x) e~"*] 


y! 
v=0 


") (a2) 
: 6 

ergibt. In der Tat besteht das erste Glied rechts in der Gleichung, 

die ftir m(x)e—"* statt w(x) aus (8) hervorgeht, aus einer endlichen 

Anzahl von Ausdriicken der Form 


Gi 5 gl (x == Q) e717 (&+2) 


mit konstantem C,, welche fur unendlich zunehmendes 2 verschwinden. 
Das zweite Glied hingegen ist aus endlich vielen Integralen von der Form 


O = C, [ED (ht t) gp") (a + 2+ t)e eW~N@tQ+t) qf 
0 


aufgebaut, fiir welche nach unseren Ergebnissen uber das Wachstum 
der Funktion E,” («) (Kap. 6, § 6, Formel (96)) die Abschatzung 


2) 


|Q| a Co fitea Gee OQ + f)m enne+2+t) dt C. Ai {mt+n—1 p—nt qt 
“0 “#+2 
gultig ist. In dieser strebt aber bei festem 7 > 0 das letzte Integral 
gegen Null, wenn Q unbegrenzt wachst, womit die Gleichung (9) be- 


wiesen ist. 
Nunmehr lassen wir in der Beziehung (9) 7 nach Null abnehmen. 


Das Integral in (9) kénnen wir aufspalten in das Integral 


ao 


di = [EP a-9 gmt) (¢ + the —'a+t) qt 


0 


und (m-+ 1) Integrale, welche bis auf Konstanten von der Form 


rE —_ n” f Eo (h = t) @ (m+1— io at tye —(Z+t) dt 
0 
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sind. Fiir das erste Integral gilt 
lim I, = — | Em (h — it) pt” (w + 8) dt, 


weil das rechtsstehende Integral konvergent ist. Hingegen wird 
e 


lim J, = 0 (vy =1,2,...,m-+1); 


n>0 


denn nach (4) kénnen wir J, in der Gestalt 
wile (h — t)y, (a + te-7*9 at 
i 


+n? { En? (h — t) py (x + te-1@*9 dt 
0 


schreiben. Hierin aber nahert sich fiir »—»0O zumachst der zweite 
Bestandteil gleichmaBig der Grenze Null, weil gemaB unseren Bemer- 
kungen am Schlusse von Kapitel 6, § 6 das Integral 


WE ee tee hat 
. 


fir 7—+0 einem endlichen Grenzwert zustrebt und ,(x) ein Polynom 
ist, und auch der erste Bestandteil konvergiert wegen 


lar [ ES (h iB t) Wy (a + t) ea7(e+t) dt Ze Cnr f im-lgr-n-e en"! dt 
0 0 
4 Cnt f t’-1-*e-* dt 
0 


gegen Null. Sonach strebt das Integral in (9) fiir 1 — 0 dem end- 
lichen Grenzwerte lim J, zu, und ebenso nahert sich das erste Glied 
»->0 

rechts in (9) aren endlichen Grenzwerte. Damit ist bewiesen, dap 
die Funktion G, (%\w,---@,;) fiir nO in b<a <B gleichmafig 
gegen einen Grenzwert G,(x|w,---@,) konvergiert, der infolgedessen 
eine stetige Funktion von x ist und fir O<h<ow,+-:-+o, die 
Darstellung 


E™(; Bw a 
(10) G,(a@+h|o,---@,)= ye sa (a) + [Pe — pm+D(e +t) dt 


gestattet. Wir schreiben auch 


n>0 


I 
CA 
aS} 
= 
<j 

R 
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und nennen die Funktion G, (#|@,---@,) der (m1) Veranderlichen 
tes eo ae Wechselsumme n-ter Ordnung der Funktion (a). 


Aus ihrer Definition entnimmt man ohne Muhe nacheinander die 
Relationen 


(12) V G,, (x | 4 diggs o,,) a Ges; (@ | Os ii Dy, 3) 
2 

(12*) V G, (t|o, oO.) — G,,_9(@|@, eon Dia} 
n 

(12**) V G,, (x | WW, ae ot w,) — up (x), 


sodaB also G,(x|w,---@,) eine Lésung der Gleichung (2) ist, und 
zwar per definitionem die Hauptlosung. 


89. Der Existenzbeweis fur den Grenzwert der Funktion 
F, (v|w,---@,3) bei n—»+0, die Summe n-ter Ordnung von p(x), 


PaA 2, 


Dy Dy 


(i3\aee Palo eo, elim: F(a | co; y= 
n->0 


verlauft ganz entsprechend. Ausgehend von der Summenformel 


re) ® 3 
¢ ner 2 le (n= 1)! Mie oe e i 4) ; 
™ 1 (n) (n) 
lees (OMe ae BM) (h—-t) 0 | 
Se ee (») l ABU ; (m+) (x 1 ] 
= (y n)! My “@ re (x) | (m + n)! onan 2 Ba E ue 
a n 0 nm 


findet man unter Benutzung der Formel (14) in Kapitel 1, § 1: 


Pn-1 A r 
See yee ene, Smee ote 
$7,=0 eo @1°"° On Pir *PrnOn 


(p,,---» p, beliebige ganze Zahlen) 
fir O<h<ow,+---+ao,, die Gleichung 


m Bw 


"BM (¢+h—z) Na) 
(14) F (« +h|o,---o,) = He Coa p(z)dz+ PO 


. PB (h—t) 
Tae n)! emt) (a+ t)dt. 
0 


(14) 
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Das erste Integral rechts kann wegen 


ne (w+h—2z) am hg pe (h) (exe) "G0 
(a te y! (n—1—?)! 


v=0 


auch in der Form 


a .3 n—1-—» 

( ih A) a, ”) (h) *(e— 2) 
ie cn La fie aS at (2—1—>)! -p (2) dz 
6 


v=0 


geschrieben werden. Setzen wir zur Abkurzung 


n—-1 
(15) om [Geis (z) dz, 


so nimmt die Gleichung (14) die Gestalt 


BO (h BM (p=) 

F (xe +h|o,--:,)= 2 f(a) 4 cae a fim+ntd) (gy + 2) dt 

C= 0 
an. fF (x One 2 On) gentigt, wie aus der Kette von Gletchungen 
(16) AN ai (x | W, ahi w,,) = a er (| Oy 2 ue) 

2 \ 

(16*) A ays (x | w, —o8 w,,) = ders (| w, et aah, 
(16**) A F,(e|o,---@,) = ya) 


M1" Op 


hervorgeht, der Gleichung (1); wir bezeichnen F(a|w,---@,) als die 
Hauptlosung dieser Gleichung. 

Die allgemeinsten Losungen von (1) und (2) bekommt man offen- 
bar, wenn man zu den Hauptlosungen F(x) bzw. G, (a) willktirliche 
Funktionen 2, (a) bzw. p, (w) hinzufiigt, welche den Gleichungen 


n n 
LS Hy, ()\ 0 SM Odera ern (reo 
Be ofa 

Genuge leisten. Diese allgemeinen Lésungen sind aber funktionen- 
theoretisch nur wenig interessant. Hingegen lassen sich fiir die durch 
sinngemaBe Ubertragung unseres in Kap. 3 angewandten Algorithmus 
gebildeten Hauptlosungen eine Fiille bemerkenswerter Eigenschaften 
nachweisen. 
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In der Gestalt 


12*** daca cams 

( ) V oO 102) (x) V a ay 

(16**) A Nv) A z=(e) 
OZ On a O1*** On 


geschrieben zeigen (12**) und (16**), daB man die Summations- 
operationen als die zur Mittelwert- und Differenzenbildung inversen 
Operationen ansehen kann. 

Wenn fur die Funktion p(x) die Grenzwerte F(x) bzw. G, (x) 
existieren, was unter wesentlich allgemeineren Voraussetzungen, als wir sie 
gemacht haben, eintreffen kann, so heifit w(x) swmmierbar bzw. wechsel- 
summierbar. Summierbar sagen wir auch, wenn wir irgendeinen der 
beiden Grenzwerte im Auge haben. Es _ braucht kaum_ besonders 
hervorgehoben zu werden, daf konstante Faktoren vor die Summen- 
zeichen gezogen und Summen gliedweise summiert werden diirfen. 

Die beim Existenzbeweise nebenbei mit erhaltenen Darstellungen 
(10) und (14) der Hauptlésungen sind von grundlegender Bedeutung. 
Wie sich schon nach Analogie des in Kapitel 3 behandelten Falles 

=1 erwarten laBt, geben sie vor allem AufschluB tiber das asym- 
ptotische Verhalten und iiber die Ablettungen der Funktionen G,, (x) und 
F. (x). Dahinzielenden Betrachtungen wollen wir uns in den nachsten 
beiden Paragrafen zuwenden. 


§ 2. Asymptotische Entwicklungen. 


90. Asymptotisch sind die Entwicklungen (10) und (14) in 
zweterlei Sinn: fiir sehr groBe positive Werte von x und fiir sehr kleine 
positive Werte von w,,-.-,@,. Wenden wir uns zunachst der erst- 
genannten Problemstellung zu. Nach Voraussetzung existiert eine ganze 
Zahl m derart, daB 


lina 2°74 51) (a == 0 
ql>an 


ist. Nun sei 7 die kleinste positive ganze Zahl mit 


(17) lim gp” (x) = 0 
und zur Abkurzung 
pl 
E,” (b) 
(18) P. (x on —*— pl) (@ — hy), 
v=0 


(19) CD pele hi), 


y= 0) 
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wobei die Funktion f(x) durch (15) erklart ist. In den aus (10) und 
(14) unmittelbar entflieBenden Gleichungen 


m 


EM (A 
G, (|, *-- w,) = £, (2) oS “@) 


m! 
—h 
m Bi”) ( ) 
F Ax @, ae w,,) Q,, (x) b> (v+n)! gp” (x — hh) 


streben ftir 2—»oo die zweiten Glieder rechts gegen Null. Dies gilt 
nach unserer Voraussetzung uber m™+!)(x) im Verein mit der Wachs- 
tumsabschatzung der Funktionen Ew und B” auch fiir die dritten 
Glieder. Hieraus kann man schlieBen 


(20) lim [G,, («| @,---@,) — tie (x) } =O); 
(21 ] lim Pe (x | Oy ats ,,) "2 OF (x)] —- 0 ? 


sodaB also fiir groBe x die Hauptldsungen durch die Funktionen P, (x) 
und Q,, (x), d.h. die r bzw. n+ r ersten Glieder der Entwicklungen (10) 
und (14), asymptotisch dargestellt werden. 
Manchmal laBt sich noch etwas mehr aussagen. Wenn etwa fiir 
ein positives p 
lim w™t+pte gmt) (x) = 0 
wan 


ist und y die kleinste positive ganze Zahl mit 


lim x? (x) = 0 


L>o 


bedeutet, gilt sogar 


(20*) lim «? [G, («) — P.,(x)] = 0, 
rZ>o 
(21%) lim «? (F(z) — Q, (w)| =0. 


Es kann vorkommen, da diese Relationen fiir beliebig groBes p er- 
fullt sind, wenn wir nur 7 geniigend groB nehmen. 
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Besonders einfach werden die Funktionen P, (x) und Q,, (#) natiirlich, 


wenn man f=:0 oder f= 225 On 


ZB. gilt im. ersten 


Falle 
i cm RPh n 
P,(®) = 3) Fo (@), — Q,(2) = 3) 4 f(@) 
y=0 v=0 


91. Aus den Limesrelationen (20) und (21) vermégen wir be- 
merkenswerte Grenzausdriicke fiir G, (a) und F, (x) herzuleiten, indem 
wir die aus den Gleichungen (2) und (1) folgenden Beziehungen 


Pn-1 p,—1 


v G, («) = Dd) -- S(- 1)+-- +8n@ (a + Q) 


Pi," '*PDnwn Syn=0 0) 
(p,.--», p, Positive ungerade Zahlen), 
\Y 1 Pn-1 
bb, A Fl Sp (e+ 2) 
P1®1°""PnOn ear 8,=0 


(p> +--+» P, beliebige positive ganze Zahlen) 


in Anwendung bringen. Aus der Relation 


Pi— pri , 
a= 2D) S(— at toe + @) + P,@)—2" VPA) 
Sn=0 8=0 . P11... Dn wn 
+{6,() —P,(@)-2" VG, () — Pw} 
P11°*" PrOn 


koénnen wir z. B. gemaB (20) schlieBen 


Pn-1 pi-1 


(22) G,(@)= lim (ede »S(H tet tp (@ + Q) 


Piy-++>Dn>7r 8n=0 8,=0 


Ee eg? ae ah 


P1 1°" Pn On 


und ahnlich gilt 


D1 1°" *PnOn 


Sind die in Betracht kommenden Ableitungen von (x) flr x>b 
stetig, so sind die letzten Gleichungen fir x2b-+h gleichmabig 
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erfiillt, Fir 70, also lim @(x)=0, reduziert sich die Funktion 
t>o 


P(x) auf Null; dann wird also 


G, (ayaee Di (alts te pest): 


In diesem einfachen Falle kann also die Funktion G, (#) als mehr- 
fache Summe geschrieben werden. Die Analogie mit unseren Be- 
trachtungen zu Beginn von Kap. 3, § 2, als wir an das Studium der 
Hauptlosungen flr » 1 herantraten, liegt auf der Hand. 

Die Gleichungen (22) und (23) lassen sich auch in die Form 


Pn-1 pi 


(22%) 6G (ole shim 24 3 ~ > (5) ait +8n@(¢ + Q) 


DPis°**>Dn>e 87,=0 8,=0 


ey 1) P+ 5:0, +- +5P.0d} 


und 
Pn-1l pi—1 


(23%) 5 ff (a) = hin i 1)"o,---o, >) --- >) p(e+ Q) 


EGE see &=0 8 =0 


Sh CON et. 2 .)| 


8n=0 §=0 


bringen, wobei der Strich am Summenzeichen bedeutet, daB der Fall 
S; = ++: = 5, = 0 ausgeschlossen bleiben soll und zur Abkiirzung 


o=5,( — 1) 4-45, (6, — 1) 


gesetzt ist. Besonders einfach werden die Gleichungen (22*) und (23*) 
fir gleiche Spannen w, =--- =o, =o und fiir p, =---= ?,=?- 
Dann erhalt man 


( p-1 i 


G,, (a) == im, > J) 8+ +80 @ (a ae Q) 


poral 5 n=0 51=0 


p= 
dis cy sim {( — 1)" RO Sige 


p-raail Sn=0 &,=0 


} 


3 — (2) Qe + spe). 
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Andere Grenzwertdarstellungen fiir die Funktionen G,, (w) und F, (a) 
beruhen auf der Tatsache, da G, (~) und F(a) die Wechselsumme 
bzw. die Summe der Hauptlésungen G,, _, (#) und Em 2 (a) von um 1 nie- 
drigerer Ordnung sind. Daraus, daB G, («| @,---,) und F, (x|@, ---@,) 
den Gleichungen 


VG, (elo, oo.) G, 1 (eo, wie) .3)i 


AF, («|o,---0,) =F, _, («|@,---@ 


On 


ey) 


genugen, entnimmt man namlich die Relationen 


p45 


(24) G,, («| @,- <0) ina LG sae solos: }0Um)) 


pol s=0 


+(—1°P,@+po,)}, 
(25) FF («| w,---,) = lim {0 (a + po,,) 
pon 


pl 
— Sapa see (~-+ s ,, | O° -,-) ' 
3=0 


Wenn insbesondere 
lim y (x) = 0 


t>o 


ist, vereinfachen sich diese Beziehungen zu 


G,,(@|@,---@,) = 2 (- 1 AC cop ll Claes aah ee pO NLU May i 
s=0 


L+pPon 


, B® (a+ po, —2) 
Fe \o4-~-,) = im { | Cie ain way OE? 
a 


p-1 ) 


Oy dy Fya @ 45 Op) f- 


92. Mit Hilfe der Identitaten (15) und (14) in Kap. 1, § 1 lassen 
sich aus (22) und (23) fiir « > b +h gleichmabig konvergente m-fache 
Reihendarstellungen gewinnen, und zwar 


(26) G,(2)—=P,@) +2" S(— 19+] 9 4+2)— 9 P,@+.2)|, 


My s+ On 


(1) F,(2)—0,(2)+(—1)"o,-, Yee +2)—Aa,@+ )], 


My, On 
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wobei die Summation itiber alle ganzen nichtnegativen s,,...,5, er 
streckt ist. Da man, wie leicht ersichtlich, in (22) und (23) auch 
zunachst p,, dann p,,..-., schlieBlich p, unbegrenzt wachsen lassen darf, 


so kénnen an Stelle der vielfachen Reihen in (26) und (27) auch n-fach 
iterierte Reihen geschrieben, also G, (x) und F, (x) in die Gestalt 


(26%) G,(z) = P, (x) 


n a 
and —1)8 NGS —1) | p(@ + 2)— VW P, (e+ 2), 


8n=0 $,=0 My1*** On 


(27*)  F,(@) = Q, (@) 


ee) ao n =| 
a oT | 
H(-1)8ey--0, 3) S|p@+Q)— A +2) 
8n=0 $,=0 COREG 
gebracht werden. 

Die Reihen (26) und (27) sind zwar, wie schon hervorgehoben, 
gleichmaBig konvergent; absolut konvergieren sie jedoch im allgemeinen 
nicht. Wir haben, um den Reihen den einfachsten Bau zu geben, die 
ganze Zahl y so klein wie méglich gewahlt. Nimmt man 7 grofer, 
so kann man oft die Giite der Konvergenz erhodhen und, wenn fur 
genigend groBe Werte von m 

lim gente g(m) (x) — 0 


E ier ee) 
gilt, sogar absolute Konvergenz erzielen. 


93. Bisher haben wir die Entwicklungen (10) und (14*) zum 
Studium der Hauptlosungen fiir groBe positive Werte von «x bei festen 
Spannen @,, ..., w, ausgebeutet. Jetzt wollen wir andererseits x festhalten 
und die Spannen w,,..., @, variieren, namlich sehr klein werden lassen. 
Da EM” (h) und Bi” (h) homogene Funktionen in @,,...,@, vom 
Grade » sind, stellen (10) und (14*) offenbar Potenzreihen in den Span- 
nen @,,...,@,, dar. Sollen diese nach Null abnehmen, so k6nnen wir 
mit Vorteil von den Homogenitatsrelationen fiir die Eulerschen und 
Bernoullischen Polynome Gebrauch machen, indem wir h durch (jh, 
wo, durch 2q@, ersetzen: 


Aw, -:-o,) = 7 El” (h| w,:-<@ ) 
ae Ah\|iw,---4 Dye Ay BY (h|w,---@,)- 


Dann gewinnen wir die Gleichungen: 


m 
(28) G@+ih|do, ---t0,) = 3) 2 Bh] 0, ---0,) 92) +8, 
v=0 : 
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~ Coes 
(29) F(x ie Ah | Aw, ia Aw,) os AT cab ‘(h| 20), pe (¢) + Beas 
wobei he 
es 
0 
> 5 (n) (ha) 
* sm+n4+1 m+ 
(29*) Ee je ee Se — pm (g + At) dt 
0 


gesetzt und f(x) durch (15) definiert ist. Die Restglieder dieser beiden 
nach wachsenden Potenzen von 4 fortschreitenden mae ee konnen 


leicht abgeschatzt werden; man findet z. B., da |R FREMyal 


meee 


festem z2 und hinschwindendem ) kleiner Fie eine Konstante bleibt. 
Hieraus ]aBt sich schlieBen, da fiir 


min 
TA (n) Bs 
RK, me pas B," (h) fe (x) =e ee 
v=p+1 
bei p< m die Gleichung 
(28 **) ; lim RA — 
A>0 


gilt. Ebenso bekommen wir bei p< m—  n die Relation 


(29 **) lim Ry A? =0. 


A>0 


Insbesondere gilt daher 


(30) lim G, (a |4o,---4,,) = (a), 
A->0 
_,yn-1 
(31) coe Fo(«\lw,:--40, 1- [a a ¢ (z) dz, 


sodap also die Summe n-ter Ordnung bet hinschwindenden Spannen 
in die Lésung der in diesem Falle aus der Differenzengleichung (1) 
entstehenden Differentialgleichung tibergeht, und allgemein sind dite 
Potenzreihen (28) und (29) in A bis zu einer gewissen Gliederzahl 
asymptotisch im Sinne von Poincaré. Wenn die Funktion g(w) fur 
«>b Ableitungen aller Ordnungen besitzt und fur alle gentigend 
groBen m die Beziehung 


lim a"+! op ™ (x) = 0 
to 
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besteht, dann sind sogar die aus (28) und (29) fiir m—- oo entspringenden, 
im allgemeinen, wie schon nach den Erorterungen von Kapitel 3 zu 
erwarten, divergenten unendlichen Potenzreihen in 4 asymptotisch im 
Sinne von Poincaré. Denn dann gelten die Relationen (28**) und (29**) 
fr jedes positive ganzzahlige p. 

Wir wollen im AnschluB hieran eine allgemeine Bemerkung einfugen. 
Es zeigt sich, daB die Hauptlésungen G, (a|w,---@,,) und F, (w|@,--- @,) 
in der ganzen komplexen x-Ebene und fur beliebige komplexe 
@,,--+, @, existieren, wenn g(x) eine ganze Funktion ist, welche bei 
konstantem C und beliebig kleinem ¢ der Ungleichung 


|p(@)| < Cerl# 


genugt. Aus (28) und (29) gehen dann fiir h = Sut ee die Ent- 
wicklungen r 


®) (« ey eae te 


a 


\ 2 12” ) 
de, 204) = Daeg Eeelos Oy] O 2), 


v=0 


aes hE AS ; 
ae ele hoy 20) = Sarg Di log ~ oy) £(2) 
P= 0 é 


hervor. Wie man durch Heranziehung der erzeugenden Funktionen 
der BY und D3” erkennt, konvergieren diese bestandig in 4; es 
sind also die Funktionen G, (x|w,---@,) und F,(z|,---@,) im 
Punkte w, = 0, =+--=o@, =O regular. Ferner besteht in diesem 


Falle, da die rechts auftretenden Reihen nur gerade Potenzen von 4 ent- 
halten, ein Ergdnzungssatz fiir die Summen n-ter Ordnung; es wird namlich 


(32) Gy (% oO; ats @, CU og 3p @,) a Gs (x| a a ,.) 
und 
(33) Ee (a WO, a co, | W4> aya o,,) — FE (x|a, a O,,) c 


Hierdurch erscheint der Erganzungssatz der Eulerschen und 
Bernoullischen Polynome hoherer Ordnung in einem allgemeineren 
Lichte. Er ist nur ein Spezialfall der Relationen (32) und (33). Denn 
die Eulerschen und Bernoullischen Polynome sind Hauptlésungen, eine 
Tatsache, die aus (10) und (14) hervorgeht, wenn man g(a) = a” und 
m=y setzt. Dann ergeben sich namlich die Gleichungen 


z (n) / 
Oe) 5? Ve =EP(ela,---0,) 
und 
oh gn Biatlon on 
 (v+1) (7 +2) --- (vt n)’ 


(35) 


@,+** On 


oCf)s 
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Nunmehr kehren wir zu unseren friiheren Voraussetzungen zuriick. 
Die oben durchgefiihrte Betrachtung ist auf den Fall zugeschnitten, 
daB alle Spannen gleichzeitig nach Null abnehmen. Die Entwicklungen 
(10) und (14*) geben jedoch auch Antwort auf die Frage nach dem Verhalten 
der Hauptlosungen, wenn nur eine Spanne, z. B. w,, sehr klein wird. 
Die alsdann in Betracht kommende Umordnung von (10) und (14*) nach 
Potenzen von w, kann am leichtesten explizit aufgeschrieben werden, 
wenn man auf die Gleichung 


V G,, (v| @,---w,) =G,_, («| @,--<@ 


On 


n-1) 


zuriickgreift. Dann bekommen wir in 


Y 
cy Qa (Gx da” 
Cul : es mn) an 0 CRG GRE Gs ( | Diy 2% Opa) =p Ry, 
eine Entwicklung von G,, (a | @,>*° o, die bei festem)2.w),,)4.5 O52 
asymptotisch fur hinschwindendes q@, ist und insbesondere lehrt, daB 
‘ 2 | ; 
(36) lim G, (x | W, vies w,,) = Gres (x | WW, sy ‘ieee y) ‘ 


aon > 0 


gilt, also bei w, — 0 die Wechselsumme n-ter Ordnung in die Wechsel- 

_summe (m—1)-ter Ordnung tibergeht. Fiir F, (| @,---«@,,) liegen die 
Verhaltnisse nicht so einfach; die entsprechende Formel werden wir 
in § 4 als (51) kennen lernen. 


§ 8. Die Ableitungen der Hauptlosungen. 


94, Fiir die Untersuchung der Ableitungen der Funktionen G, (2) 
und F(x) setzen wir der Einfachheit halber voraus, daB (a) fiir 
x => b stetige Ableitungen aller Ordnungen besitzt und fur alle ge- 
nigend groBen », etwa fir »y > m 

lim entre (P (v) (a) = 0 

Z>xK 
gilt. Der Betrachtung legen wir die aus (10) und (14*) fiir h = 0 ent 
springenden Darstellungen 


m cin) (Ze f) 
/ ’ if y m 
CLO *) G,, (x) ~~ Rete +| ; m | = CD TNE: is t) at, 
p=) ~ 0 


m+n (n) Bin) (= t) 

\ v Vv) / | n hs f | 

are >) fC) ile one eke! 
=O) 0 


Norlund, Differenzenrechnung. 12 
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mit 
x 
(w— es 


f(«)= aap 2) a 


zugrunde. Differenzieren wir in ihnen nach 2, so entstehen die Re- 
lationen 


m o(n) CEM (— 
d ) Cy y Em ( u) (m+ 2) 
PE Sy a oe Je (a ++ t)dt 


d m+n att + eee) (= ) ' 
se Bb, (y ae n gimt2 ; 


Pat 
¥=0 
Vergleichen wir diese Beziehungen mit den (10**) und (14**) ent- 


n Zz n 
sprechenden Entwicklungen von §'(x) WY « und So (zp i aaso 


Oy eee On a Oz eee On 
bekommen wir die Formeln 
d © n @) ; n 
(37) OP) V t=HvV@) V & 
“ Oy On Oy On 
a & (n) 

a ee n > . n Be, @—4) 
(38) $d¢@ A z=)e' A z+¢(a)- (n—1)!* 

x a Oro On a WO, On i 


Es sind also die Ableittungen von Summe und Wechselsumme mit Hilfe 
der Summe bzw. Wechselsumme der Ableitung ausdriickbar. 

Nach den Voraussetzungen, welche wir der Funktion @(a) hin- 
sichtlich ihrer hoheren Ableitungen auferlegt haben, lassen sich 
belangreiche Ergebnisse uber die hoheren Ableitungen von F, (x) und 
G,,(w) bei unendlich zunehmendem « erwarten. In der Tat findet man 
z. B. durch (m -!- n)-malige Differentiation von F, (a) zunachst 


© (@ — a) 


Ty! 


xz 
Hee eo (7) = Sern) A z+ St gre ( 
x @ Dao 


M1°** On 


Die rechte Seite kann umgestaltet werden, weil die auftretende Summe 
die einfache Darstellung 


< (m+n) (» x \n Nw ‘ 
JP (2) oN" etd) es oN 


| J Ba ED pit (2) dz 
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erlaubt. Wenden wir im letzten Integrale Teilintegration an, so er- 
halten wir schlieBlich 


(39) Gaga Fy (2) = lim p™(e) + (— 1)" oy, DS) prt” (w+ 2) 


z>a 


und ahnlich 


0h 


aa dx™ 


G,, (2) = p™ (a) + JBM (— 2) pit (@ +2) ae. 
0 


Fur x— oo streben die zweiten Bestandteile der rechten Seiten in den 
letzten beiden Formeln gegen Null, wahrend sich die ersten Bestand- 
teile endlichen Grenzen nahern. Demnach besitzen die Hauptlésungen 
fiir x = b stetige Ablettungen aller Ordnungen, von denen 


d m+n 


da”tn 


F(x) und ee Cna) 
de 


bet unendlich zunehmendem x gegen endliche Grenzwerte streben, wah- 
vend alle hoheren Ableitungen nach Null konvergieren. 


Wenn zu beliebigem p immer ein m so ermittelt werden kann, 
daB fiir » > m die Gleichung 


limi? © (a) ==" 0 
Lyn 


besteht, dann gilt, wie durch Verfolgung der Schlusse dieses Paragrafen 


leicht zu bestatigen ist, bei beliebig groBem p immer 


lim #? Gy” (x) = 0, 


t>n 


lim #2? F,’ (x) = 0, 
t>n 


wenn wir nur » geniigend grof wahlen. In diesem Falle konnen 
also auf die Funktionen G, (aw) und F, (x) unsere beiden Summations- 
operationen, und zwar sogar beliebig oft, angewandt werden. 


§ 4. Multiplikationstheoreme und Spannenintegrale. 


95. Aus dem Ausdruck (6) der Funktion G, (x | om, --- 3 7) 
(eG Gio. a5) 2" dX (1a "te p(e-b Q) en et® 


1aBt sich fiir 4 >0, wenn m, eine positive ungerade Zahl bedeutet, 


die Beziehung 
12* 
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Sicha ele) Ce eT 


31 =0 


erschlieBen, weil in einer absolut konvergenten Reihe die Glieder be- 
liebig angeordnet werden dirfen. Bei hinschwindendem y gewinnt 


man in 
my—-1 | | 
S, @. a) 
(41) Si (— 16, (2+ tot] @, + @,) = G,(#] St, ays» @y) 
sy= 


ein Multiplikationstheorem fiir die Hauptlésung G, (x). Allgemeiner 
kénnen wir wegen der Symmetrie von G, (2) in w,,..., @, schreiben 


Myn-1 m,—1 \ 
4: EN Venine ore SECU n ty sen een 
(42) ST. S7(-1) Be eet ee ee 
8yn=0 8,=0 
—G, aC By Oe 
eee 
(m,,-.., m,, positive ungerade Zahlen); 
5 5 2} 
es ist also der Wert der Wechselsumme mit den Spannen = eee — 
1 n 


im Punkte w durch lineare Kombination aus den Werten ae Wechsel- 


° 12 
summe mit den Spannen @,,...,@, in den Punkten ep ee -t_t eek 


) Sn On , : 
1 7 —* zu gewinnen. 
My 
Wollen wir eine abnliche Relation fiir die Hauptlésung F, (x) auf- 


stellen, so mtissen wir in der Gleichung 


(7 es (a —'2) 
(1), (2 |, 43 4) = [SP ewe ras 


+(=1" @,---@, 3, + Q)ern erm 


fur den ersten Bestandteil rechts auf die Beziehungen (60) und (63*) 
aus Kap. 6, § 2, also auf 


m,—1 
(n) Sy He os (n) ( Oy 
> B, (a *t) 0, ++ @,) =m, BS Oh oy COs sss 
38,;=0 1 
a eine beliebige positive ganze Zahl) 
und 
Myn-1 m,—1 


>) oe Se Lato ten Bal y (ap Ee BPA, ++ @,) =0 
. ih n 


8,=0 8,;=0; 


(ae mM, positive gerade Zahlen) 
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zuriickgreifen, Durch den Grenztibergang »—+0Q bekommen_ wir 
schlieBlich die gewiinschten Gleichungen 


My—1 
(43) ZF (e+ fe a, 2+ @,) == my F, (2) 2, oy, +1 Dy) 
allgemeiner 
Mrs m,—1 
(44) De ao, 


8n=0 %3=0 


(m,,-.-, m,, beliebige positive ganze Zahlen) 
und 


Myn-1 m,—1 


a> tare Sater F, (2 +5 ee Et 17 @y] 


Sn=0 8,=0 


/ 1 \% \ @ és 
a oon joe... Ss 
( x) e On G,, (2/2: Mn 


(m,,.--,m,, positive gerade Zahlen). 


Nach (42), (44) und (45) bestehen fiir die Summen n-ter Ordnung 
ganz ahnliche Multiplikationstheoreme wie fiir die hoheren Bernoulli- 
schen und Eulerschen Polynome. 

Besonders einfach werden die Gleichungen (43), (44) und (45) fur 


mM, oes Mm, = 2; dann liefern sie namlich die Relationen 
(43%) F,, (2 ,°°'O,) = V F(x | 20, @,,---»@,), 
Wy 
n 
(44*) Eel Ops @ y= Vo F(a 205-52 @,); 
n 
(45*) G,, (# °° @,) = ZS F(@|2@,--- 20), 


anders geschrieben 


oo z 

5 n n n 
(44) S?2@ A z= V dee A :z 

a Wy On O1'**On | 2@ 2 on 

> n n ms n 
(45**) DEO = AL dew) Ae, 
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durch welche die Summe und Wechselsumme als n-ter Mittelwert 
bzw. n-te Differenz der Summe mit den doppelten Spannen ausge- 
driickt werden. Mit der Vertauschung der beiden Operationszeichen 
rechts werden wir uns in § 5 befassen. 


96. Wenn man in der Gleichung (41) den durch ihre Form 
nahegelegten Grenziibergang m,—co vornimmt, so stoBt man in 
Ubereinstimmung mit (36) auf die Beziehung 


(46) lim G, (« te 28 Dy 1-1 Oy) = Gyo (© | Wy), 


M,—> 2 im 


wahrend aus (43) die Gleichung 


E+, 
(47) a { igs (z | Opes o,,) az = lim ie (2 Es » Dy>° 4, @,) 
1 s M,—> 


hervorgeht, wobei wir das links stehende Integral in Anlehnung an 
unseren friiheren Sprachgebrauch als Spannenintegral bezeichnen. A\ll- 
gemeiner ist 


1 
(48) soa lt, |\B@tE t= ilo, -o lat, 
”0 0 
: l@ @ 
== [hin F, (« SO er 0) ee 
Ls BOOED Mp > 2 4 | mn, Me pie i 


speziell bekommen wir fiir p= n aus (48) unter Heranziehung von (31) 
das Ergebnis 


1 1 


(49) | di [Bae eh ays leon) aie 


0 0 
— fo ; z) az, 


welches mit Hilfe der Funktion F(%|o,-::@,; 7) auch direkt be- 
wiesen werden kann. 
Zur Auswertung des in (47) auftretenden Spannenintegrals 


= he (e+ t|w,---@,)dt 


integrieren wir in der Gleichung (14) nach 4 von 0 bis w, und erinnern 
uns dabei an die Formel (Kap. 6, § 2) 


Wy 


1 (n) ' (n—1) ‘ 
me (e-+-t|w,:-* w,)dt=B, (@|w5--- @,). 
10) 
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Durch Vergleich der so entstehenden Beziehung mit der Entwicklung 
der Summe von 


Soe) dz 


gemaf (14) finden wir fiir das gewiinschte Spannenintegral die Gleichung 


(50) Pl Her ona Si (ca) ee 
0 ae as 


y+ Op 


Das Spannenintegral ist demnach von m, unabhangig und eine sym- 
metrische Funktion von w,,...,@,. Der Gleichung (47), auf deren 
linker Seite das Spannenintegral vorkommt, kann man somit auch 
die Gestalt 


x 


(51) lim Si A = Sow es 2 


wo,>0 ) OK ay) i + = G0: 
1 Be n a ye n 


geben, womit eine am Ende von § 2 beriihrte Frage beantwortet ist: 
beim Abnehmen einer Spanne nach Null konvergiert die Summe n-ter 
Ordnung von p(x) nach der fiir die tibrigen Spannen gebildeten Summe 
(1 —1)-ter Ordnung des Integrals von y(x). Allgemeiner gilt 


(52) PR (e@ty+- +o, @,) de, 
0 
> pe—iP? n 
e—t \ 
= § (lar 7 04) mee 
ents Opry On 
x x *( n=} 
©) PY) z—t)P p 
53 li t)d Te 
( ) pete pl) A TN aie =—1)s re ) rae oe 


Bei p= n fihrt die letzte Gleichung wieder zu der Beziehung 


& 


(54) lim  — S y(z) A 


As _ z\n-t 
2a f= yp (z)dz, 


@ 

/ 
@) # (2) ENN eo 
@ Wy, °*' On 


nach der fiir hinschwindende Spannen die Summe 


nach der Losung der fiir w,, ..., @,—> 0 aus (1) entstehenden Differential- 
leichung 
: es a" F(t) og 
dx ae ) 


konvergiert, wie wir schon im AnschluB an die Formel (31) bemerkt haben. 
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§ 5. Vertauschungsformeln fiir die Operationen A, V 
und §. 


97. Wir haben bereits die Gleichungen 


n =) n 
(12***) 7 Se@) 9 x=), 
we n 
6.) A dv) A z<=z), 
Mm Ong Wy On 
(45**) A Se@ A z=Se@) Vv «, 
@,+*' Wp a 2, Zan bad W,°°° On 
n Pe n x n 
(44**) VY Se® A z=Se® A? 
Oy On @ 2w,+::2on @ W,++* On 


kennengelernt, von denen die ersten beiden aussagen, dafs Summation 
und Wechselsummation die Umkehroperationen zur Differenzen- bzw. 
Mittelwertbildung sind, wahrend die letzten beiden lehren, wie man 
Summe und Wechselsumme aus der Summe mit doppelten Spannen 
durch Mittelwert- bzw. Differenzenbildung gewinnen kann. Jetzt wollen 
wir untersuchen, was aus den links stehenden Ausdriicken wird, wenn 
wir die berden Operationszerchen vertauschen. 
Fur die Wechselsumme 


> n n 
S ( Vo ()) Vv « 
Oyo On WM,''*' On 
finden wir unmittelbar 
n n , 
(55) S( % e@) 9 2=0@). 


Nehmen wir in dieser Gleichung G 


‘ n+p (a | BU n+p) statt We (x), 
so bekommen wir wegen 


7; Gr +p(@|@,°-* On 4,) = G, (| @, --- @,)- 


Opr1**' Opin 


eine Formel flr die Wechselsumme einer Wechselsumme: 


<e 


2 G+ p(t], Ci Oo) 


Dpri*** Opin 


§ 5. Vertauschungsformeln fiir die Operationen A, V7 und §. 185 


oder 


(56*) S (S 2 cy v x) v i S p (x) ; 7 Hai 


Op+1'** Opin "* Opin 


man kann daher die Funktion G,(«) durch wiederholte Wechselsumma- 
tion finden. 
Auch die Auswertung der Summe 


n P n 
. ( on" ()) oe 
I Mz, °° On Wy °"" On 


wos 


bereitet keine Schwierigkeiten. Tragen wir den expliziten Ausdruck 


n 
(Kap. 1, $1) der Differenz A qg(z) ein, so ergibt sich fur die ge- 


suchte Summe zunachst der Ausdruck 


: 5 (n) j 
eo) eee eg ho gee : 
= ae yeu it vm f Gee. wee Ga wR 
0 


worin das erste Glied offenbar gleich g(a) ist. Fur das zweite Glied 
hingegen gewinnen wir durch Entwicklung des Bernoullischen Poly- 
noms nach Potenzen von {2 — z den Wert 


n—1 
BY (a 24 a) n j 
aaa Wate see f(a), 
y! @,+** On 
v=0 


wobei f(x) eine Funktion mit der n-ten Ableitung (a) bedeutet, 
sodaB also . 

f™ (x) = p (2) 
ist. Unter Heranziehung der Relation (30) aus Kapitel 1, § 3 


1 1 


A f(a) = fat,---[f(@t+oa,t+-- +0, %,) at, 


0 0 


gelangen wir schlieBlich zu der gewunschten Gleichung 


(5) S( 4 9@) A s=96) 


n—-1 1 1 
B™ (zx — --°>@, 
— S ye ae ree Al ae aveate | om (a a WO, t, +- eee -- wo, t,) at, + 
v=0 i 0 0 
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Bemerkenswert ist die Anwendung auf F (x|@,---@,). Dann 
entsteht folgende Formel fiir die Summe einer Summe: 


P 
(58) e FOO re Aaa) A 2=F,(%|@, +++ o,) 


p—-1 
V7 BY) 2p 
ee (x a|W,- PEM: J FP Go ‘+o, t,) dt 


Fir p= 1 zeigt die Gleichung 


x 
e F321, O,-,)A2= F, («| a, O,) 
a On 
1 aA+On 
~ [ F,@|, +--+ @,) dz 


wie sich die Summe einer Summe (y — 1)-ter Ordnung durch die 
Summe n-ter Ordnung ausdrickt. 


98. Auf ahnlichem Wege kommt unter Berticksichtigung der 
Gleichung (45**) die Relation 


(59) S ( ras ple) A, Z= S OS) Ie 
a Ds FOSS 73 201°--20n Wy On 
#1 BO (gy _ G\2 w,---2 09) p ; 
oan v! fat, [pata bot ow, t,) dt, 
y=0 0 0 


zustande. Schreiben wir in ihr F,,(x|@,---«,,) an Stelle von g(x), so 
gewinnen wir, weil in der Gleichung (49) 


x 


— 9\n—1 
fat,-- fF @4 wt, | Pik o, t,) dt, wt a p (z) dz 
0 0 


die Funktion auf der rechten Seite fiir x =a samt ihren Ableitungen 
der (m —1) ersten Ordnungen verschwindet, die Relation 


©) n 
(60) S F («|@, +--+: ,) ha F (a |2,---2 @,) 


als Umkehrung zu (44*). In anderer Schreibweise lautet diese Formel 
fur die Wechselsumme einer Summe: 


x x 
@ @) n n A) n 
@o) = $(Se@ A 2) o e=So@ Az. 
. a Oy, On O,7** On a@ 20 2M 
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Nun haben wir nur noch in der Gleichung (44**) die Operations- 
zeichen zu vertauschen. Das Ergebnis ist 


(61) S ( V (9) A %t=—av%) A 2 
gq ‘P1'** On 2a, ---2wn a 1°" On 


BOG a2 0,0). 2e,) n 
Sie Vv 


My,°** On 


a= GaN paz. 


Nehmen wir in dieser Gleichung G, (~\ @,---@,,) statt m(a), so ergibt 
sich eine Formel fur die Summe einer Wechselsumme, und zwar 


mit 


n 

(62) Oe) Gn(Z\@1--°@,) A 2=F,(2|20,---2@,) 

a Wz+*+ On 
n—1 (n) 
y Jey SER Pee: on) f By ‘ 
ee, dt_---| Fy (a+ o,#, +---+,4,|2@,---2o,) dt, 
v=0 
oder 

3 n n = n 
@) S(Se® ¥ +) A z=See), A: 

a My s** On Wy+** On a 2a, +--+ 2on 

. 1 1 

ei “++ Wy) (>) 
eet dt, °° \ Ey CG SONS Pisa tor t,|2w,---2o,) dt, 
v=0 0 0 


als Umkehrung zu (45*). Dabei hat man die letzten Integrale aus der 


Gleichung 


1 au 
f dt, Fale ah fo + Oy 8, | 204 -20,,) db, 
0 


n 


(eazy s* 
=sifs raat p (2) 42) Ss 
zu bestimmen. 


Zusammenfassend konnen wir sagen, daf die Vertauschung der 
Operationszeichen auf der linken Seite in der ersten von den am Exn- 
gang des Paragrafen stehenden Gleichungen ohne weiteres erlaubt ist, 
wihrénd sich in den tibrigen drei Gleichungen die rechte Seite um je 
ein Polynom (n —1)-ten Grades in x andert. 
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§ 6. Summen mit gleichen Spannen. 


99. Eine Summe, in der mehrere Spannen denselben Wert haben, 
laBt sich auf Summen niedrigerer Ordnung zuriickfiihren [43]. Dies 
leuchtet unmittelbar ein, wenn man bedenkt, daB in diesem Falle 
die in den Entwicklungen (10) und (14) auftretenden Eulerschen und 
Bernoullischen Polynome und die mit diesen zusammenhangenden 
Funktionen E{” (x) und Bi” (x) vermége der Formeln (79), (80), (95) 
und (100) des Kapitels 6 reduziert werden konnen. Es sei z. B. eine 
Wechselsumme (n + 1)-ter Ordnung G, ,, (v|w,@, ,---@,,) mit zwei 
gleichen Spannen vorgelegt. Wenden wir in 


Gee? [@, @, Wy @,| 
CG, (01a, ©, ©," wo) = v ee p” (a) 
v=0 2 v! 
(EMD (Ky 
ae ai gmt (¢ + t) dt 
die Formeln 
(n+1) 
Ge [w, OO, OW, cai Oo, = 9 Ce [w, Ws cliche o,,| 
1 0 (n) 
Tiere ee OS 
7 (n+1) / TF (n) 
es (2 |w, @, @,:--0,) = 2E mn (%| @, @4--- @,) 
2, 0 


an, so erhalten wir 


G,41(t|@,@, LONI) 


(Ci [@ (YS oe - On] Db i t) 
=—2») — p(x) + 2B pm (a + t) dt 
»=0 es : 
m 
0 oy [@, (URNS AG E™ 
2 Z 2 gp (a one 
Sr ree ee %) ++ [m5 (m+1)P D pi +1) (a + t) dt 
also 
> n+1 Hy 
(63) S ele) VY z= 2S (2) Uv ¢ 
2 ; 
n 
7m, OLf PAs) eee 


1 Wg°** Oy 


Damit haben wir die linksstehende Wechselsumme (m +°1)-ter 
Ordnung mit zwei gleichen Spannen auf zwei Wechselsummen y-ter 
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Ordnung zuriickgefiihrt; tiber die Funktion (x) ist hierbei voraus- 
gesetzt, daf sie fir x > b eine stetige Ableitung (m+ 1)-ter Ordnung mit 


l>ow 
aufweist. 


Fur die Summe F,,, , (2| w, @, @,-:-@,) besteht die entsprechende 
Gleichung 


2 n+1 # z n n 
(64) Se® Lae (Jat) A 2 0 Sve Die 
a C1 01 Wg" "Dy aa @1W2°* "On Is Wg? * "On 
’ x Zz 
ra} ©) 
= Otek (Jo t) dt) erenee 
1a «@ “Wy We" On 


Es lapt sich demnach eine Wechselsumme (n-+ 1)-ter Ordnung 
mit zwert gleichen Spannen mit Hilfe zweier Wechselsummen n-ter 
Ordnung und eine Summe (n + 1)-ter Ordnung mit zwei gleichen Spannen 
mit Hilfe dreiery Summen n-ter Ordnung linear ausdriicken. 


100. Wenn alle Spannen denselben Wert w haben, treten naturlich 
noch weitergehende Vereinfachungen ein. Die Eulerschen und Ber- 
noullischen Polynome gentigen alsdann den Gleichungen 


(65) oF elo)= 2B, (e|@) — 2(@ — no) B® (eo), 


Vv 


(66) BY" (eo) = (1— 2) B™(@|a) + ~ @ — no) BM, (2| 0), 


welche man aus den Beziehungen (81) und (82) des vorigen Kapitels 


herleiten kann. Insbesondere gelten fiir die C,” und Bi”, bei denen 
alle Spannen gleich 1 sind, die schon fruher erwahnten Relationen 


(67) Ce eG 


(68) Bee a By Be 


Machen wir nun in dem Ausdrucke fiir G, , , (w/w) von den Glei- 
chungen (67) und (65) Gebrauch, so bekommen wir zunachst 


9) ES t @) 
GP 


go” ) (m+1) 
Garant Bye 2” yl , AHP) (a + t)dt 
v=0 0 
m+1 (n) » 
id (v—1) | mit (m+1) ( 
nwo 0 Oye vl met (x) ! de( 2 m\ =p (x = t)dt 
a 
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und hieraus vermoge Teilintegration im letzten Integral 


0 


(om ‘n) Oy “ 
r Co, @ 2 1D, 6 (-?t | @) : 
Gn+1(#|@) = 2 (1 -. | i> Potum p” (x) jj ml — gree (x = i t) i 


‘ En *R(n) 17] 
are pf Fe or ebag e-bolat 


_ no Q” y! m |} 
v=0 0 


> n+] ay n OPED us 
(69) Se@ve=21-2)S$e@vetscs ele) 


Die analoge Formel fiir die Summe F, ,, (a @) lautet 


; 4 ( cee x— nw 5 ay 1 a4 n 
(70) Sha = aN PILE - OP Az. 
a a a 


Durch (69) und (70) werden die Summen (n -+-1)-ter Ordnung mut 
lauter gleichen Summen mittels Summen n-ter Ordnung ausgedriickt. 
Besonders interessant ist der Fall » = 1; dann ergibt sich 


(69*) S PON ie 2 (1 - - Sr@vets S2e@Vve 


(70*) Soe A= (2 —z—o)@ (2) Az. 


Andererseits gewinnen wir aus den fruheren Formeln (63) und (64) 
fir » =1 die Beziehungen 


)  Se@ve=2S$ e@vet+22$([o@a:)ve, 


ao oO 


a z 
0) S Giz) ee = ons (Jy (i) dt) Nee 
(a) a a oO 


a 


und durch Vergleich der letzten’ Relationen gelangen wir zu folgenden 
Ausdriicken fiir die Ableitungen der Funktionen G(a|@) und F (a| @) 
nach @: 
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OFS Pa) Ve= Say’ (a) Vez S ¢'(@) 


ao 


a a a (o) 
aG z 
=f e—*)PQAt+ Se @Az 
& a 


101. Mit Hilfe der Gleichungen (69) und (70) k6énnen wir eine 
Summe beliebiger Ordnung mit lauter gleichen Spannen durch Rekursion 
bestimmen, indem wir sie linear durch eine endliche Anzahl von Summen 
erster Ordnung ausdriicken oder auch unmittelbar als Summe erster 
Ordnung eines Produktes von (wv) mit einem Polynom darstellen, 
und zwar erhalten wir die Formeln 


4 a _ 1 ae 
(cs). p@)Az= {9 (e-z-0) (a —z— nw) y(z) Az 
a oO a w 
10 
= BL (a —z|o)p@) Az 
a ow 


(74) Nola Vem ae par S (e—z+o)-:-(e—z+now) (a (e) 7 


Zur Umformung der letzten Gleichung wenden wir den in Kapitel 6, 
§ 5 erwahnten binomischen Lehrsatz der Faktoriellen an, nach dem 


(a —z-+1)---(@—z+n) 
=> — 1)r- (3 \ a+1)---(@+s)z(z —-1)---(—n+s-+1) 
ist. Dadurch entsteht 


(74*) ave) Ve 


n [yn 
eer x 1)¢(2)e(e — 0): --(@ — m—s—1)0) Gra(2 |); 
wobei wir zur Abkurzung 


Gilt |o) = S o( (a) Vv @ (x) 
und 


Gi «(a | o) = S (u-+o):--(«+ sw)yp(4) Vx 


(ay) 
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gesetzt haben. Es ist also G;,,(«|@) die Wechselsumme des Produkts 
von g(x) mit eimem gewissen Polynom. 

Die Gleichungen (73) und (74) lassen sich auch unmittelbar aus der 
Definition von Summe und Wechselsumme entnehmen. Wir brauchen 
nur zu bedenken, daB& im gegenwartigen Falle w,=---=@,,,;=©@ 
die in F, ,(a|@,---@, 4439) und G,,,(¢|@,---@,,,; 9) emgehenden 
vielfachen Reihen als einfache Reihen geschrieben werden konnen, 


namlich 


D> elt + 2) e-1' (@ +2) =)’ (s+ n)! p(x + sw) e —7(%+80) | 


sin! 


— 
— 
ee 
& 
6 
ai 
ak 
co 
= 
re 
S8 


(aw + 2) e—7@+2) 


od tl SH" p(w + so) e-72+80, 


sin! 


Als Beispiel fiir die Anwendung der Formeln (69) und (70) wollen 
wir die Summen 


betrachten, also die Wechselsumme und die Summe n-ter Ordnung 


der Funktion = Man findet 


ins e) = 2(1—~ F) a) +5 
E41) — e= 1) W (0) — eames 


Die Transzendenten g,(x) und Y (x) sind also durch die in Kapitel 5 
eingehend studierten Funktionen g(x) und Y(a) ausdriickbar, und zwar 
vermoge der Formeln 


gn) = OP = 2) = 2) eee ar 


, (0) = (@ —1)(5 —1) (4, -1) ¥@) +4@), 


in denen p(x) und g(x) Polynome bedeuten. 
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§ 7. Partielle Summation. 


102. In Analogie zur partiellen Integration steht im Gebiete der 
Differenzenrechnung ein Verfahren, das wir als partielle Summation oder 
Teilsummation bezeichnen wollen [43]1). Es ist einmal von groBer prak- 
tischer Bedeutung bei der Auswertung schwieriger Summen, zum anderen 
aber liefert es auch fiir die Theorie einige recht bemerkenswerte Ent- 
wicklungen. 

Wir gehen aus von den drei unmittelbar ersichtlichen Identitaten 


(5) V[p@) v@))=v@)Ve@)+se@+o)Ay(a), 


(2) 


(76) Mie eye = vier oy ee) — 5 7 (2) Ay), 


(77) Alp (@) p(x)] = p(e + wo) Ay (x) + p(a) A g(a). 


Aus der ersten folgt 


n—s—1 Ss “i 
wal VY p(«+so)Ay(a) 


n—s—1 s+1 


8 n—-& ; , hs 
=Ay()Ve@+so)+ 5 VY p(e+t(st+i1)o) Ay(e). 


@ 


Diese Gleichung multiplizieren wir mit (—1)® ee geben s die 
Werte 0,1, 2,..., 2 —1 und addieren die entsprechenden Gleichungen. 


Dann entsteht die Relation 


§ 


(—1)° 9] "9 ple + s0) Av] (3) 


oO oO 


? n 


= p(2) 7 p(@) —(—1" (2) ple tno) Ay). 


Hierin wollen wir auf beiden Seiten die Wechselsumme bilden. Um 
dies tun zu kénnen, setzen wir etwa voraus, daB q(x) und w(a) in 
einer Halbebene o >} regular und daselbst bei konstantem positiven C 
und & dem absoluten Betrage nach kleiner als Ce#+9I#! sind, daf 


ferner x in dieser Halbebene o > b liegt und @ eine positive Zahl kleiner 


als = bedeutet. Dann erhalt man wegen 


S (7 p@) 72 = ¢(2) 


1) Vgl. hierzu auch Bortolotti [7]. 


Norlund, Differenzenrechnung. 1B 
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die gewiinschte Formel 


n—1 


(78) S v(@) a) 7 & — D> a eye) tis der RAW 


s= mr (a0) oO 


+ (—1) Sea) "Sele + no) A Bee 


durch welche die Berechnung der Wechselsumme 


Sv@vewve 


oO 


auf die der anderen, moglicherweise einfacheren 


S g(x + no) A wy (a )V 
zuriickgefuhrt erscheint. 

Tragt man an Stelle von q(x) die Wechselsumme n-ter Ordnung 
G,(a|@) von g(a) ein, so gewinnt man 


m—1 


(79) So x) y (2) 72 = Sy ( DS) Cua +50) Ay (@) 


s=0 


+ (—1)’ rie ay NGG (m+ no) A Aw (0) 7a. 


Diese Formel empfiehlt sich besonders, wenn w(z) ein Polynom ist, 
weil dann durch Wahl eines hinreichend groBen m das zweite Glied 
auf der rechten Seite zum Verschwinden gebracht werden kann. Ist 
andererseits q(x) == 1, so wird 


(80) S v(2)' \ve= 5 (1) (3) Av@+(—$) SAv@vz 


S—7) 


Dieser Entwicklung, welche fir unendlich zunehmendes n bei geniigend 
kleinem w konvergiert, werden wir in Kapitel 8, § 8 unter einem anderen 
Gesichtspunkte wieder begegnen. 


Von den Identitaten (76) und (77) aus gelangen wir zu den 
Relationen 


n-1 
s ae 
(81) S (2) p(w \ve= 5) (2) G..4(~)Ay(« —(s+1)o) 
oO s—0 oO 


ah ese (a Wnts — CONS fies 


wo 
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Ut 


m— 


(82) S v(2) y (2) ) Az -s eal OF oir, + s0)A p (x) 


m 
WSF F,(¢+mo)A p(z)Az — K, 


o oO 


wobei F,,(x|w) die Summe n-ter Ordnung von q(x) und K die 
Konstante 


ato 
m—1 
1 afi Nee: 
ee == Ghip ; 
Ka » (— 1) [RuetsoAveas 
oe a 


bedeutet. Wenn man 
y (@) = (e@ ~ 24+ 0)-+-(@ —2+(n—1)0) 
setzt und nachher den Grenztibergang z—>a vornimmt, geht die 


Gleichung (81) in die Formel (74) tiber. Fiir m(x)=1 vereinfacht 
sie sich zu 


(83) S v@) ey ee Aple—(s-+1)0) 


(2) e Ap (* — nw)\ wee 


Aus der Forme] (82) entsteht fiir m— 1 die Relation 


a a 
A | ; Ca 
(84)  Se@v@Az=Felo)v@)—SFe+oloAv@)Az 
ie oO a os a 
a+ 
1 . 
= [ Fiz o) paz 
o, 
a 


welche fiir @—»0O die Formel der partiellen Integration liefert. Wenn 
y(a) ein Polynom niedrigeren als m-ten Grades ist, verschwinden in 
(82) das zweite Glied der rechten Seite und die Konstante K; es bleibt 
dann nur 


@ m-1 


8 ‘ 
(85) Se@)y@Az=D)(-1)! Rare + so)Av@)- 
a OP s=0 as 
13* 
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Fiir Summen hoherer Ordnung bestehen ahnliche Formeln. Z. B. gilt 
n 
(86) S?@y@ve 


= = 1 Gea @ tsa) Ave) 


Si 


* - oe om = = ‘I = s Co 4m (2 all mo) Ay (a) J 2, 
s=0 bs : 


wie man durch den SchluB von m auf (n-+ 1) unter Beachtung der 
Gleichung (79) bestatigt. Fir w(x)—=a stoBt man wieder auf die 
Rekursionsformel (69); fiir gm ()= 1 ergibt sich die Relation 


2a sn(n-+ ns — 
Sv@ vem 3 (Gy ave 
ee s=0 


o 


+r GP SC) S4v@) Ve. 


Ubrigens wollen wir noch anmerken, dafi die Gleichung (86) die 
Erweiterung der aus (75) hervorgehenden Formel 


n , n—-s 

Ve @)v@l— > (3) (G) V e@+s0) Ave) 

Ge s=0 
auf negative ganzzahlige Werte von m liefert. Man kann sogar noch 
weiter gehen und m beliebige reelle Werte geben, also den Mittel- 
wertbegriff auf beliebige reelle Ordnungen ausdehnen, analog zur 
Liouville-Riemannschen Erweiterung des Begriffes der Ableitung. 

Zum SchluB wollen wir die Uberlegungen dieses Paragrafen 

noch durch einige einfache Beispiele veranschaulichen. Hat man die 
Wechselsumme 


zu berechnen, wobei W(a) die Summe Saab bedeutet, so erhalt man 
aus (78) fir 

p(e)=a2—1, w(al— Vay, wo=1 wud »=1 
die Gleichung 
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Suchen wir andererseits die Summe 


SHO pg, 


z 


e()=3, ple) = M2) und w=1 


x a 
2 B(z) 2 P(e41 
¢ = Yn a (x) 5 a dA = Jae Maes 


also 
2 Ane We) + we) —1— Jae 
ill 


Ein weiteres interessantes Beispiel bekommen wir, wenn wir in 
(79) @ (x) =a* und w=1 wahlen. Dann koénnen wir die Wechsel- 
summe n-ter Ordnung leicht explizit zu 


ermitteln und erhalten daher die Entwicklung 


S a p (a) vente 3 1) (74) Av@) 


n 


rm) Se dveve 


Z.B. enisteht fur wy (a) = = und »—» x die Formel 


Se NAG Siete erences 


Bei positivem a konvergiert die Reihe bestandig in x, auBer in 
den Punkten « = 0, —1, — 2,.... Fiira=1 ergibt sich eine schon 
bei Stirling [2] auftretende Fakultatenreihe’) ftir die Funktion g(x), 
namlich 


1) Uber den Begriff ,,Fakultatenreihe“ vgl. Kap. 9. 


Achtes Kapitel. 


Interpolationsreihen. 


§ 1. Interpolationsformeln. 


103. Bereits in Kapitel 1, § 3 haben wir die allgemeine Newtonsche 
Interpolationsformel 


(1) F(x) = [vy %, --. ©) (@ — Bq) (@ — &,) ---(% — aH, _,) 


+- [a a, ...m| (ei 2%) (ew) (ee) 


kennengelernt, ~in der [%)x,...a,] die Steigung der Funktion F(z) 
fir die Punkte #),7,,...,%, bedeutet. Das Restglied 1a8t sich, wie 
wir gesehen haben, in einfacher Weise mit Hilfe einer (mn + 1)-ten Ab- 
leitung ausdricken. Im Falle aquidistanter Interpolationsstellen x) = a, 


2 == 05-154, =a 2). ) gehtdie Gleichung (1)euber aa 
ay 8 
(2) Fie)—= SAF(a) hae 
+[e,a,a+1,..., a+ n](% — a) (a —a—1)---(@—a—n). 


Jetzt wollen wir unter der Annahme, daB F(x) eine analytische - 
Funktion der komplexen Veranderlichen 


%=o+1tt==re 


ist, zunachst auf einem neuen Wege, namlich mit Hilfe komplexer 
Integration, zur Newtonschen Formel vordringen. Dabei werden wir 
gleichzeitig einen fiir viele Zwecke sehr brauchbaren Ausdruck des Rest- 
gliedes erhalten. Nachher wollen wir durch geeignete Wahl der 
Interpolationsstellen einige wichtige spezielle Interpolationsformeln her- 
leiten. 

Zur Abkurzung setzen wir 


Wa (") = (# — %) (@ — @,)---@— 2%), 
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dann ergibt sich aus der unmittelbar ersichtlichen Gleichung 


Sen, al ] 1 eX. 1 


@—@  #=4, " 2a, z—2% 


sofort die von Nicole [3] herriihrende Identitit 


(3) 1 ae 1 Yo (@) i GER (x) ea aa (x) a mcizze (a) 1 

Zt Wo (2) (2) ' -we(2) | GE Zi we (2) ie 
Nun sei F(z) regular im Inneren und auf dem Rande C eines 

die Punkte 2, XY, X,,---,x, enthaltenden, einfach zusammenhangenden 


Gebietes. Multipliziert man die Identitat (3) beiderseits mit = He) 


und integriert in positivem Sinne tiber C, so erhalt man 


n 
aS "Sab a | ec rs 
(4) = d( (% — ay (@ = oo Jeni dy 
open tod oh ee 
a a NC) eee Tene a 


Die hierin auftretenden Integrale sind aber gerade die aufeinander- 
folgenden Steigungen von F(x), sodaf} die Newtonsche Formel da- 
steht. Denn aus der Definition der Steigungen laBt sich ohne Mihe 
schhieBen, daB 


ll F (2) 
Elle opens Memeenat 
Cc 

1 F(z) 


[x2] = 2 nid (z — a) (2— 2) 
Cc 


= (2) } 


1 TE ( 
(5) [% ea x,| ae | (2 — Xo) Ge ty... (2 — ty) dz 
Cc 


ist; uibrigens entnimmt man hieraus fiir die Differenzen von F(x) die 
Integraldarstellungen 


F(a) =z0;f -Odz, 


ao 


F (z) 
(@) “anid emai eon" 


po Eten n! F(z) 
(6) DINO 5 5 ee . Geen oe 


oO 
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Wahrend wir in Kapitel 1 bei der Herleitung der Newtonschen 
Formel die Interpolationsstellen 2), %,,---,%, zunachst als beliebige, 
aber voneinander verschiedene Zahlen angesehen haben, ist hier uber 
die Interpolationsstellen keine andere Voraussetzung gemacht, als dab 
sie innerhalb des Regularitatsgebiets der Funktion F(a) liegen sollen. 
Die identische Relation (4) gilt offenbar auch dann noch, wenn be- 
liebig viele von den Zahlen 2,,2%,,.-.,%, zusammenfallen'). Wenn 
z. B. m Interpolationsstellen nach dem Punkte a, zusammenrucken, 
dann sind fiir ¢ ==, die (m — 1) ersten Ableitungen des Naherungs- 
polynoms 

n 
D! (@ =) @— 2-1) 


s==() 


LEAP OKG) 


24 ete (2) 


gleich den (m—1) ersten Ableitungen der Funktion F(x). 


104, In dem Falle, daB sich a, einem endlichen Grenzwert a 
nahert, wenn » unbegrenzt wachst, ist die Formel (4) mit der Taylor- 
schen Formel nahe verwandt. Aus dem Restglied in (4) ersieht man 
namlich, dafs fiir »—+co das Konvergenzgebiet?) der alsdann ent- 
stehenden Reihe der groBte Kreis um a als Zentrum ist, innerhalb 
dessen sich die Funktion F(a) regular verhalt. Die Reihe konvergiert 
auBerdem noch in denjenigen der Punkte Bes 0, xs >, We. aubernalb 
des Konvergenzkreises liegen, stellt aber in diesen Punkten im allge- 
meinen eine von F(a) verschiedene Funktion dar. 

Hermite [1] und Peano [1] haben den Fall betrachtet, daB ftir alle s 


Uv 


Nome ee» To544= 0 


ist; die entsprechende Reihe konvergiert dann innerhalb eines die 
Punkte @ und 6 umschlieBenden Cassinischen Ovals. 

Eine andere interessante Fragestellung riihrt von Runge [5] her. 
Vorgelegt sei eine stetige, doppelpunktfreie, geschlossene Kurve C in 
der komplexen x-Ebene und eine Funktion F(x), die in dem von C 
umschlossenen Gebiet und auf C selbst iiberall regular ist. Kann man 
dann auf C eine Folge von Punktgruppen 


2 


a 6 mp (2 2). 3 ” . 
ae Des eas Teese ROSCA OWE es 1G es 


abhangig lediglich von der geometrischen Gestalt der Kurve C, derart 
bestimmen, dafi die fiir diese Punktgruppen als Interpolationsstellen 
gebildeten Naherungspolynome von F(a), etwa 


Gee G2) 5 narane ra | ene 


*) Die in Kapitel 1 gegebene Herleitung lift sich natiirlich auch so ab- 
andern, daf sie in diesem Falle verwendbar bleibt, vgl. Stieltjes [7]. 
*) Vgl. Frobenius [1], Hermite [1], Peano [1], Bendixson [2]. 
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fur jede Funktion F(#) in dem ganzen von C umgrenzten abgeschlos- 
senen Gebiete gleichmaBig nach F(x) konvergieren, wofern nur F(z) 
daselbst regular ist? Wenn die Kurve C ein Kreis ist, hat das Problem, 
wie Runge selbst zeigt, eine sehr einfache Lésung. Dann braucht 
man nur die Punkte 2”, 21”), ..., a(™ der n-ten Punktgruppe regel- 
maBig verteilt anzunehmen, d. h. als Eckpunkte eines dem Kreise ein- 
beschriebenen regelmaBigen n-Ecks, damit die Interpolationspolynome 
G,,(~) in der ganzen abgeschlossenen Kreisscheibe gleichmaBig nach 
F (a) konvergieren. Mit dem allgemeinen Falle einer beliebigen Kurve C 
hat sich Fejér [r] in einer schonen Arbeit beschaftigt und ihn auf den 
einfachen Rungeschen Fall zuriickgefihrt. Fejérs Ergebnis lautet: Man 
bilde das AuBengebiet der Kurve C auf das AuBengebiet eines Kreises K 
konform ab, wobei sich die unendlich fernen Punkte entsprechen 
sollen, und wahle als Interpolationsstellen ae a), -.-,0 der n-ten 
Punktgruppe solche ,,regelmafig verteilte Punkte auf C, die bei dieser 
konformen Abbildung in regelmafig verteilte Punkte auf K, also in 
Eckpunkte eines K einbeschriebenen regelmaBigen n-Ecks, iibergehen. 
Unter Beschrankung auf den Fall, daB die Kurve C ein Kreis ist, hat 
Fejér auch die Moglichkeit in Betracht gezogen, daB die Funktion F (2) 
zwar im Inneren des Kreises regular, auf dem Kreise selbst aber nur 
noch stetig ist. Dann besteht bei Interpolation durch regelmaBig ver- 
teilte Punktgruppen die Beziehung 
lim G,, (x) = F(x) 
n>o 

noch in jedem inneren Punkte des Kreises und gleichmakig in jedem 
abgeschlossenen kleineren Kreise, auf dem Rande hingegen kann die 
Folge der G, (x) fiir gewisse F(x) divergieren, was Fejér durch ein 
Beispiel belegt. 

Ein Nachteil des soeben auseinandergesetzten Interpolationsver- 
fahrens ist, daB man beim Ubergang von einer Punktgruppe zur 
nachsten jedesmal vollig andere Punkte bekommt und da sich also 
auch die entsprechenden Interpolationspolynome von Anfang an andern. 
Es erhebt sich daher die Frage, ob die Interpolationsstellen vielleicht 
so gewahlt werden koénnen, da beim Ubergang von der n-ten zur 
(n +-1)-ten Gruppe lediglich ein einziger neuer Punkt und beim zu- 
gehorigen Polynom ein einziges neues Glied hinzutritt. Die Inter- 
polationsstellen sollen also nur eine einfach unendliche Folge 2,, x,, 
"..,%,... bilden. Fur den Kreis |z|=-1 wird, wie’ Fejér beweist, 


n? 


die Lésung durch eine Punktfolge 


ey .? = 
. c- :y a 
ue =&, =F, ..., =F, --- 


geliefert, wenn & eine komplexe Zahl vom absoluten Betrage 1 be- 
deutet, die keine Einheitswurzel ist, fiir die also bei é = e*” das Ver- 
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haltnis %:a irrational ist. Bei einer beliebigen Kurve C ergeben die 
Punkte, welche bei konformer Abbildung des Auf eren des Einheits- 
kreises auf das AuBere von C aus den Punkten é, é*, ... hervorgehen, 
eine Punktfolge von der gewiinschten Beschaffenheit. Hieraus folgt 
der Satz, daB jede in dem von C umgrenzten abgeschlossenen Gebiete 
regulare analytische Funktion F(a) in eine daselbst gleichmafig kon- 
vergente unendliche, nach Polynomen fortschreitende Reihe 


entwickelt werden kann, wobei die Polynome Ps) nur von der geo- 
metrischen Gestalt der Kurve C und von der Wahl der Zahl & ab- 
hangen, hingegen von der speziellen darzustellenden Funktion F(a) 
vollig unabhangig sind. So gestattet beispielsweise jede im Einheits- 
kreise |x| <1 regulare analytische Funktion F(a) die fiir |x| <1 
gleichmaBig konvergente Entwicklung 


EG) = dy 45 (eH Ede — Ele Soe 


Andere in ahnlicher Richtung liegende Untersuchungen haben 
Jensen [2], Bendixson [1,2], Landau [2] und Pincherle [55] angestellt. 

Wir wollen uns im folgenden mit dem Falle befassen, daB die 
Interpolationsstellen aquidistant auf der reellen Achse liegen. Tragen 
wir in der Gleichung (4) einmal 


%=O0, « 
und zum anderen 
Ly =O, %=-+1, %=—1,...,% +N, Ly,=—N 


ein, so bekommen wir die beiden Gaufschen Interpolationsformeln 


n 
2s+1 


ees ott ; 
1) F@= Di (.) AF 94+ Det) A Rls — +R, 
s=0 


s=0 
= 2s ior 2s 
(2) oP (2) DOT a) Ans) oe ins ner ae 
s=0 s=0 


Der Rest R, wird dabei durch die Gleichung 


1 (a (w?— 12) (x? 2)... (g®@— n®) F(z) 
9 = : Ne 
( ) R, saa) sey) peak 
Cn 
gegeben, worin C, eine die Punkte 0, +1, +2,..., +n und z 


umschlieBende, in positivem Sinne durchlaufene Integrationskurve ist. 
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Durch gliedweise Addition der beiden GauBschen Formeln ent- 
steht die Stirlingsche Interpolationsformel 


uo ye ee Sa A F(- 9 
ee ( 1?) Zsoa 
CT & (a? — ese Sa 
| pa ean a ky A Pe et) R,, 
— 


Ersetzt man schlieBlich in der zweiten GauBschen Formel x durch 
a-+-5 und F(x) durch F(x —4), in der ersten hingegen x durch 
x —% und F(x) durch F(#-+ 4) und addiert man die so zustande 
kommenden Gleichungen gliedweise, so ergibt sich die Besselsche 
Interpolationsformel 


és: Boas) (ee (2) | - (es — a) 26 ae 
Ciera) ye a an(-¥-9 
n oe 1) ( Tas >). (op? — S 28s+1 } 
ate @ ae . sae a 2!) eo 
s=0 


deren Restglied ,, sich durch das komplexe Integral 


a) Sman[ Goes ese” 


darstellen 1aBt. 


Beispiele fiir die Stirlingsche und Besselsche Forme] erhalten wir, 
wenn wir fiir F(x) Bernoullische Polynome eintragen. Es wird 


BS? (x ) = 7 (27) Divas (50 42) fe? 2 93) a2 1)? 
Cpalcaoy 2s) Gara © (© Neale Cae Caen (Serge) ly 


s=0 


s—1) 


(2 Hi DS —2s 9 2 ° 8\% Fie 
Rips (e + 3)= s (Bret) Peete eet) ON @* = 6-9 


§ 2. Die Problemstellung der Theorie 
der Interpolationsreihen. 


105, Die drei soeben betrachteten Interpolationsformeln von Gaub, 
Stirling und Bessel sind es, welche in der Praxis der Interpolations- 
rechnung, so z. B. bei der Herstellung von Tafeln, bei der numerischen 
Differentiation und bei der besonders in der Astronomie oft vorkommen- 
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den mechanischen Quadratur, am haufigsten angewandt werden. Man 
verschafft sich das Differenzenschema der Funktion und ermittelt dann 
neue Funktionswerte mit Hilfe einer der drei Formeln. Um das Rest- 
glied kiimmert man sich dabei in der Regel nicht, indem man still 
schweigend voraussetzt, daf es gentigend klein ist und praktisch ver- 
nachlassigt werden kann. Diese SchlubBweise ist jedoch nicht unbedenk- 
lich. Wenn man z. B. eine Logarithmentafel herstellen will, berechnet man 
nur einige wenige Werte unmittelbar und interpoliert dann die ubrigen 
mittels der Stirlingschen Formel. Ist das Intervall der Tafel genugend 
eng und beschrankt man sich auf eine gewisse Genauigkeit, wie sie 
sich etwa mit drei oder vier Gliedern der Stirlingschen Formel er- 
reichen laBt, so erzielt man auf diese Weise eine vorztigliche An- 
naherung und eine grofe Ersparnis an Arbeit und Zeit. Wenn jedoch 
die erste Voraussetzung nicht zutrifft oder wenn man durch Bertck- 
sichtigung vieler Glieder der Stirlingschen Formel die Genauigkeit weiter 
treiben will, so kann man zu vollkommen falschen Ergebnissen kommen, 
indem der Rest der Stirlingschen Formel eine betrachtliche GroéBe an- 
nimmt. 

Durch derartige Uberlegungen wird man ganz naturgemaB dazu 
gefuhrt, das Konvergenzverhalten der aus (7), (8), (10) und (11) fir un- 
begrenzt anwachsendes n hervorgehenden Interpolationsreihen, namlich 
der beiden GauBschen Rethen 


x Ore a 


: z ' 20s 28+1 
aay Fey= S15) A Fla) a, ee, ee 
=) $=0 


naher zu untersuchen. Die Koeffizienten in ihnen lassen sich leicht 
durch die Werte der Funktion in den Punkten x — 0, Se WS SE 2h, coc 
ausdriicken. Zu den Reihen (13), (14), (15) und (16) nimmt man 
zweckmabig auch die aus (2) entspringende, fiir die Anwendungen min- 
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der bedeutsame, aber theoretisch sehr interessante Newtonsche Reihe 


» 
(17) F(x) = ve Aes 
s=0 

hinzu. 

Eine ausfiihrliche Darstellung der Theorie dieser fiinf Reihentypen, 
sowie der mit ihnen verwandten Fakultatenreihen, findet sich in einem 
in der Borelschen Sammlung erscheinenden Buche. Zur Gewinnung 
eines allgemeinen Uberblicks iiber die Differenzenrechnung ist es indes 
zweckmabig, hier einen kurzen Bericht der wichtigsten Ergebnisse iiber 
diese Reihen einzufiigen. Fiir Beweise und weitere Einzelheiten sei auf 
das eben genannte Buch verwiesen. 

Das Konvergenzproblem der Interpolationsreihen gibt zu zwei 
verschiedenen Fragestellungen AnlaB: 

1. Welchen Bedingungen miissen die Koeffizienten einer vor- 
gelegten Interpolationsreihe geniigen, damit die Reihe konvergiert? 

2. Wann 1laBt sich eine gegebene Funktion durch eine Inter- 
polationsreihe darstellen, und in welcher Beziehung steht das Konvergenz- 
gebiet dieser Reihe zu den analytischen Eigenschaften der dargestellten 
Funktion? 

Fur uns kommt besonders die letzte Fragestellung in Betracht, 
und sie wird uns zu bemerkenswerten Ergebnissen fiihren. Es zeigt 
sich, dafs die Reihen von Stirling, GauB und Bessel im allgemeinen 
divergent und nur in sehr speziellen Fallen, die z, B. in den Anwen- 
dungen recht selten auftreten, konvergent sind. Dies hindert natur- 
lich nicht, da& sie fiir numerische Untersuchungen, bei denen es nicht 
auf Konvergenz ankommt, sondern darauf, dafi der Rest der Reihe 
moglichst klein ausfallt, vortrefflich geeignet sind. Man mu sich nur 
auf eine kleine Gliederzahl beschranken und sich uber den moglichen 
Fehler Rechenschaft ablegen. Bei der Newtonschen Reihe hegen die 
Konvergenzverhaltnisse viel giinstiger. Die Klasse von Funktionen, 
welche man durch eine Newtonsche Reihe darstellen kann, ist wesentlich 
umfassender als die, fiir welche eine Entwicklung in eine Stirlingsche, 
GauBsche oder Besselsche Reihe moglich ist. Dies ist sehr merk- 
wurdig; denn bei numerischen Rechnungen zieht man die Stirlingsche 
Reihe gerade darum vor, weil ihre ersten Glieder eine bessere An- 
naherung geben als die entsprechenden der Newtonschen Reihe. 
Diese wendet man eigentlich nur an, wenn man am Anfang oder am 
Ende einer Tafel interpolieren will. Es liegt also hier ein neues Bei- 
spiel fiir die bekannte Tatsache vor, da die Forderungen, welche der 
praktische Rechner und der theoretische Mathematiker an ihre Reihen 
stellen, ganz verschieden sind. Fiir den Praktiker ist eine divergente 
Stirlingsche Reihe in den meisten Fallen wertvoller als eine konvergente 
Newtonsche Entwicklung, bei der er mit derselben Gliederzahl keine 
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so gute Annaherung wie bei der Stirlingschen Reihe erzielen kann, 
wahrend fiir den Funktionentheoretiker die Verhaltnisse gerade um- 
gekehrt liegen. 

AuBer fiir numerische Untersuchungen sind die Interpolationsreihen 
namentlich beim Studium der Differenzengleichungen von Wichtigkeit. 
Es hat sich herausgestellt, da die Potenzreihen, deren man sich sonst 
bei funktionentheoretischen Betrachtungen gewohnlich bedient, zur Dar- 
stellung der Losungen von Differenzengleichungen nicht geeignet sind. 
Sie sind namlich in den interessantesten Fallen, wenn es sich um Ent- 
wicklung in der Nahe einer singularen Stelle handelt, divergent, oder, 
wenn man in der Umgebung eines regularen Punktes entwickelt, in 
einem zu beschrankten Gebiete konvergent. Auferdem erfordert die 
Bestimmung ihrer Koeffizienten umstandliche und wenig ubersichtliche 
Rechnungen. Es empfiehlt sich daher, andere Reihentypen heranzu- 
ziehen, entweder gerade die Interpolationsreihen oder die im nachsten 
Kapitel zu besprechenden Fakultatenreihen. 


106. Die wichtigsten friheren Arbeiten tuber Interpolations- 
reihen ruhren von Bendixson [1, 2], Runge [4], Landau [2], Pincherle 
[36, 38, 39, 43, 47,55] und Carlson [2] her. Neuerdings haben Polya {:, 2] 
und Carlson [3] schone Anwendungen der Interpolationsreihen zur Unter- 
suchung der sogenannten ganzwertigen Funktionen gemacht. Pédlyas 
hauptsachliche Ergebnisse, welche durch Hardy [2] und Landau [4] 
erganzt worden sind, lauten: 


I. Es sei G(#) eine ganze Funktion, welche fiir die nichtnegativen 
ganzen Zahlen «= 0,1,2,... ganze rationale Werte annimmt, M(r) 
das Maximum ihres absoluten Betrages im Kreise |x| <r. Gibt es 


dann eine positive Zahl k derart, daB Bo fiir y > 1 beschrankt bleibt, 
Gest te 


so ist 
G (a) = P().2" + Q(a), 


wobei P(x) und Q(a) Polynome sind. Insbesondere muf_ fiir 


lim —-~ = 0 die Funktion G(x) ein Polynom sein. 


Il. Es sei H(x) eine ganze Funktion, die fiir alle ganzen Zahlen 
«=O, +1, +2,... ganzwertig ist, N(v) das Maximum ihres absoluten 
Betrages im Kreise |w <y. Ist dann fiir ein positives k und 7 > 1 

N(v) , aay oy 
der Quotient rae beschrankt, so existieren drei Polynome Piet 
t k ¥ 


2 


a 


Q(a), R(x) derart, daB 


$2. Die Problemstellung der Theorie der Interpolationsreihen. 2()7 


ist. Insbesondere ist H (x) selbst ein Polynom, wenn lim SCs ok == 0 
gilt. r>o a 
Setzen wir : 
] 
lim sup —2! SAG 28 ie =g(v), lim sup — es meee )) == hia 


‘>o | T> ow 


so konnen wir die Pélyaschen Satze auch so aussprechen, daB fiir 


see. 


g (v) < log 2, h(v) < log - die Funktionen G (a) und H (x) Polynome 


sind. Hierin lassen ae wie die ganzwertigen Funktionen 2” und 


3-+75 aye 
( = ) | ( a zeigen, die rechtsstehenden Konstanten log 2 und 


3 5 
log igs durch keine gréBeren ersetzen. Carlson hat jedoch dargetan, 
da8 man an ihrer Stelle Funktionen g(v) und y(v) von v eintragen 


kann, deren untere Grenzen log2 bzw. log’ nave sind. Er beweist: 


imisteGia) tire. OnTesulan, 19 dem Punkten 2 =-0, 1,2; 


ganzwertig und fir — > IES = der Bedingung 


g(v) <@(v) = cos vlog (2 cos v) + vsinv 


unterworfen, so sind drei Falle moglich. 
1. Wenn g(v) < p(v) fiir alle v ist, so ist G(x) ein Polynom. 


2. Wenn g(v)=(v) nur fiir endlich viele v ist, so kann man 
eine ganze Zahl p bestimmen derart, dafi diese v unter den Zahlen 


0, + = Sie =, ... enthalten sind. Dann muf 
G (a) = P(w) + S'P.(x)z-* 
Zz 


sein, wobei P(x), P,(x) Polynome sind und die Summation uber die 


Oe 
lauft. 


Wurzeln z der Gleichung 

3. Wenn schlieBlich g(v)=q(v) fiir unendlich viele v gilt, so 
ist g(v) = (v) tiberhaupt fiir alle v. Es gibt Funktionen mit dieser 
Eigenschaft. 


Hl, JS Gar ee Re*’ ein Punkt des Cassinischen Ovals 


Je—1|[e+1/=4 
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mit den Brennpunkten + 1 und 


(5 Lie Se cea) & 
(7) \=e 


Fir eine inxz=0, +1, +2,... ganzwertige ganze Funktion 
H (a) mit 
v) 

sind dann drei Falle moglich. 

1. Es ist h(v)< y(v) fiir alle v. Dann ist H(x) ein Polynom. 

2. Das Gleichheitszeichen trifft nur ftir endlich viele vy zu. Dann 
kann eine ganze Zahl p so ermittelt werden, dafs diese v nach dem 
Modul a kongruent mit den Arkus der Wurzeln der Gleichung 


a? — Ais = 
on i 


sind. H(x) ist in diesem Falle eine symmetrische Funktion der 
Wurzeln z der Gleichung 


ee es 


\ 


von der Form 


H («) = P(x) + D/P («)z-#, 


worin P(x) und P, (x) Polynome sind. 

3. Das Gleichheitszeichen tritt fiir unendlich viele v ein. Dann 
mu fur alle v entweder h(v) oder h(v-ta) den Wert y(v) haben. 
Es gibt ganzwertige Funktionen mit dieser Eigenschaft. 


§ 3. Die Stirlingsche Reihe. 


107, Nach den bisherigen allgemeinen Vorbemerkungen wenden 
wir uns jetzt der Betrachtung der Stirlingschen Reihe 


(15) F (a) = Sl (a,+ a, x) x (2* — 17) (a? — 27)... (4? — 5?) 
s=0 


zu und zeigen zunachst, daB die Rethe im Falle ihrer Konvergenz 
immer eine ganze Funktion darstellt (36, 40, 45]. Ersetzen wir x durch 
— 2x, so erhalten wir 


(18) F(x) — F(—«)=2 3’ a,a(a® — 12)--- (x? — 52), 
s=0 


(19) F(x) + F(— 2) = 2 Sa 2? (a? — 12).--(a? — 52). 


s=0 
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Fur die Untersuchung der Reihe (15) kénnen wir uns also im wesent- 

lichen darauf beschranken, eine Reihe von der Form (18) oder auch, 

wenn wir | 
F (w) — F (—2) 

2% a 


eM oa 


setzen, von der Gestalt 
(20) H («) =>) a, (x? — 12)--- (a? — n3) 
n=0 


zu betrachten. Wenn a eine positive oder negative ganze Zahl ist, 
bricht die Reihe ab. Diesen Fall wollen wir als trivial beiseite lassen 
und den folgenden Satz beweisen: Wenn die Reihe (20) fiir «= x, 
Ronvergiert, wober x, keine ganze Zahl ist, so konvergiert sie fiir alle 


endlichen x, und zwar gleichmaBig in jedem endlichen Gebiet der 
x - Ebene. 


Zum Beweise wenden wir auf die Reihe (20) die Abelsche Trans- 
formation an. Wir setzen 


b= a, (29° Ti 1) es oe The n*), by == (thas 


Co 12) eae (a? = n®) 


0 Gera D ara a) 0 
Da 
Peay 
Cie Cres xen? Ct 
ist, ergibt sich 
m a m E 
Shao or es 7 
(21) b,, on a Cp jody b,, ie (C, a ie) ys by Cm | oe 
n=p n=p n=p+1 veal n=m+1 
ow hs eS a 
— \7 SSeS 2 Vy! Cn = ENG ot Se! 
Cee giant Xs, ) AB jh Di eee OF 
N=) n=pt+1 bat n=m+1 


Zufolge der Voraussetzung, dafs die Reihe > b, konvergiert, laBt sich 
n=0 
zu gegebenem ¢ > 0 ein ny =m, (e) so finden, dafB 


| ye | SD ae 


wird. Ferner streben fiir »—+oco die c, innerhalb eines beliebigen, 
festen, endlichen Gebietes gleichmafig einem Grenzwerte zu, wie aus 


es / a 
reeset 7) Re eee 
hes (4 a5 oy ae (1 — oi ea Nas %o 


Norlund, Differenzenrechnung. 14 
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od 


hervorgeht. Bei m—»oo gewinnt man daher aus (21) fur den Rest 
der Reihe (20) die Gleichung 


x ios) 
6 ie2) 
a WW fal Ni a a y ie 1D 
(22) Dy On en = ly 2 Cee te \> ear aa? »? 
n=p n=p n=pt+l 


und fir p>, besteht also die Abschatzung 


fo.) we 1 


| ones <eC+t+eC pea 
n=) n=pt+1 

wobei C und C, Konstanten sind. Damit ist der Beweis vollendet. 

Aus unserem Satze tiber die Reihe (20) schlieBt man, dafi die 
Reihe (15) in jedem endlichen Gebiet gleichmafig konvergiert, wenn 
sie fiir zwei Werte 2, und x, von x, die keine ganzen Zahlen oder 
Null sind, konvergent ist. Denn dann sind die Reihen mit den 
Koeffizienten a,+a/a~, und a,+ a,x, bestandig konvergent, woraus 
man die Konvergenz der Reihen mit den Koeffizienten a, und a,’ ent- 
nimmt. Die Stirlingsche Reihe (15) stellt also, wie schon oben ge- 
sagt, im Falle ihrer Konvergenz immer eine ganze Funktion dar. Aber 
nicht alle ganzen Funktionen lassen sich umgekehrt in eine Stirling- 
sche Reihe entwickeln; dies ist vielmehr nur bei einer sehr speziellen 
Klasse von ganzen Funktionen der Fall. Um diese Klasse genauer ab- 
grenzen zu konnen, wollen wir eine obere Schranke fiir den Absolutbetrag 
einer durch eine Stirlingsche Reihe (15) dargestellten ganzen Funktion 
F(x) suchen, also eine notwendige Konvergenzbedingung aufstellen. 
Hierzu betrachten wir am besten einzeln die beiden Ausdriicke (18) 
und (19) und brauchen also nur fiir die in (20) auftretende Funktion 
H (a) eine Majorantenfunktion zu ermitteln. Da es vorkommen kann, 
daf} die Reihe (20) fiir alle nicht ganzzahligen x nur bedingt konver- 
gent ist, transformieren wir sie zunachst in eine absolut konvergente 
Reihe. Hierzu nehmen wir in der Gleichung (22) =O. Dann 
entsteht 


COG FNC keaton eS 8 sy 


(a? — oe ac es) ran rae 
und diese Reihe konvergiert fiir alle ~ absolut. Insbesondere ergibt 
sich fir 7, = 0 


(al 


v=n 


(23*) H(«) = H(0)+ Pears (ooh ae Si om alist rere sb pis 


Wenden wir auf die Reihe (20) die Abelsche Transformation in der 
Gestalt 
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m m m 


a n Ch SG Wen tesy) es Dy tn 
20 n=0 


n=0 n=0 


an, so erhalten wir die andere absolut konvergente Entwicklung 


awe 9 Sina =] 2_ 2 
(a eee roe ee ee te, Dl ear e aes eye 


x sin Xo 


Speziell fur x, = 0 


ar __ sinax ; “ (pares 9 2 aries 
(24*) H(z) = —_— H (0)- 2 Gorse? (a? = 1°)... (@ —n") 3b, 


Durch Zusammenfugung entflieBen aus (23*) und (24*), (23) und 
(24) die Beziehungen 


ara 
n=1 
° ° e.<) 
x, sinnxx—xsin xe : x (x*— 12)--- (2?—(n— 1)? 
4 2 2 2 = SIN TX iA, a. uN x A ° , 
x? — 2" (x92— 1?) - - - (a? — n?) 


108. Zur Gewinnung der Majorantenfunktion ftir H (a) legen wir 
nun die Reihe (23*) in der Gestalt 


: Se ee (a?— 17). -- (@®— n?) 
H@=HO)+ Sai a 
n=0 


zugrunde, wobei «, den Rest einer konvergenten Reihe bedeutet, also 


lime, = 0 
n> @ 


ist. Wie friiher setzen wir 7 = ve’ und auferdem 


x? (a®— 1%) -- - (w%— n?®) 


CA) = d,,» 
sodaB wir kurzer 
, j ~ Cy dy, 
By High BO gate 


schreiben kénnen. Die Zahlen «@, sind unabhangig von # und die 
d,, Polynome in @ mit der Eigenschaft 
. | % Sin wx x 
lim | d,, | ae = 


nD 


14* 
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Fir die Majorantenfunktion von H(«#) werden wir in verschiedenen 

Winkelraumen verschiedene Ausdriicke finden. Da H (x) gerade ist, 
: 30. 

gentgt es, den Winkelraum — = =v. <n ins Auge zu fassen. Da- 


bei wollen wir die Tatsache ausnitzen, daB das Verhaltnis 


ae, x? — n? 


2 
dy 4 n 


einen einfachen Wert hat. Sein absoluter Betrag sei &(m), dann gilt 


‘ | ae | ee 7 
(26) & (n).= 7[=Vi 24 Cos 2u. 


i 


Fir die Ableitung von G nach m findet man 


E(n) &’ (n) = — _ (7? — n* cos 20). 


Nun unterscheiden wir bei 7 > 0 zwei Falle: 
1 a Ges 7 Dann ist cos2v <0, folglich 
Bia Teeeee a nee a08 


Somit nimmt die Funktion &(n) ab und strebt fiir n-+0o gegen 1, 
sodah 


‘ Ae ; ‘easing x | vert sine 
\4,-11 51%. = lim | d,| = J — 5 
n>o wy ue 
PORTE 32 : 
und daher fir zi er) Sa bei konstantem C, 
| at ad | pee | an : 
a7 re & ae == wrsinv 
oe mri] me (tp pies 
wird. 
Le a : H : : 
a as <a ies Dann ist cos2v>0, also gibt es einen 


und nur einen Wert 7 von yn, fiir welchen 
CD) 


ist. Er wird durch die Gleichung 


= Y 
Lee 
y2cos2v 

geliefert, und man kann fiir die Ableitung E’(m) ohne weiteres 
schlieBen, dab 
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E™(n) <0 fiir n<nV2, 


( 
E'(n) >0 fir n>nV2 
ist. Daher ist die Funktion &(n) 


abnehmend fiir 1 
zunehmend fiir nV2<n<~, 


und, da lim &(m) = 1 ist, wird 
n>x 


Sine) fir n> 7 


Die Reihenglieder nehmen also dem absoluten Betrage nach anfangs 
zu und spater wieder ab, und diejenigen unter ihnen, welche den 
groBten EinfluB auf die GroBenordnung der durch die Reihe dar- 
gestellten Funktion haben, entsprechen Werten von mn in einer ge- 
wissen Nachbarschaft von » =m. Wir wollen deshalb zunachst d; ab- 
schatzen, indem wir uns zu diesem Zwecke die urspriinglich nur fir 
positiv ganzzahlige n definierte GroBe d, durch die Gleichung 


az Peed) 
no F2(n+1)P (a— xn) 


d 


fur beliebige m erklart denken. Es sein — 1 < <n, dann erschlieBt 
man aus dem Stirlingschen asymptotischen Ausdruck fiir die Gamma- 
funktion die Existenz einer Konstanten C, mit 


finee 2 n+2h ae 
| d,, | —< C, if | (= aoe 2 fe + ah | 


n* cn 


Insbesondere wird fiir » =n 


(Vcos 2v ++ V2 cos ee 


al 


u—n eee 
arc ——- = 2 arcsin (V2 sin v) ; 
aa (V ) 
na *s A 
setzt man zur Abkurzung fur — me Reon 


(28) w(v)=cosv-log (Vcos 2v + V2 cos v) + sin v-2 arcsin (V2 sin v), 
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so ergibt sich also 


Sy | el 
Naar 


| (2+ Es Peas 
| | 


und 
we v 
d. i Ce Yy ery ), 


womit d— abgeschatzt ist. Nun zeigt eine einfache Rechnung, da fur 
n—-1<n<n 

| d,, | < konst-| d5| 
gilt. Nach den Eigenschaften der Funktion €(m) mu diese Un- 


gleichung sogar fiir alle positiven ganzen nm bestehen. Im Winkelraum 


Jt oa . 
eee wit -caher 


4 4 
(29) | 4 On Uy ey @ vere (v) \7 | Cres SUG Aa: eT vw () 
/ | +1 3 ceric 
n=0 ie 


109. Unsere Ergebnisse (27) und (29) konnen wir am _ uber- 
sichtlichsten zusammenfassen, wenn wir die bisher nur fir 


— vs Bias. a erklarte Funktion y(v) auch im Intervall a ES ae 


und zwar durch die Gleichung 
(30) wy (v) = asinv 


definieren und auBerdem verlangen, dafi w(v) periodisch mit der 
Periode ~ sein soll (vgl. auch Fig. 24, S. 245). Dann ist w(v) fiir 
alle v definiert, und fiir die Reihe (20) besteht stets die Abschatzung 


(31) NE iy c* eee 1G oe Ue) fer 


wober es nach dem Bisherigen geniigt, B =1 zu wahlen. Diese Ab- 
schatzung laBt sich indes verfeinern. Durch sehr genaue Untersuchung 
des Einflusses der einzelnen Reihenglieder kann man namlich be- 
weisen [45], daB die Ungleichung (31) bei positivem e¢ zutrifft fiir 


lee (aber nicht fiir 6<—1) bei Ftecv< tie, 
spas 1 : a 1 . 1 J 
(31*) p= — 5 (aber nicht fur Peas bei ie ke —€, 
1 It 3x 
Se bei Ue rs ape 


sehr merkwurdig ist dabei, daf der Exponent f fiir v= + vs und 


Die a0 groBer ist als die Exponenten fiir alle andern v. Bei der 
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durch die Stirlingsche Reihe (15) definierten Funktion F(x) fiihrt dieses 
Ergebnis dann zu den Abschatzungen: 


J rp (v) 3 aE : 
FG Pa ee eG) PEGS 
Vit beos 2a 
rye) ¥ s ‘ 
|F@)—F(—2)|<e() “=, Fo <7F, 
1—7* cos2u 
(32) 
J : ry (%) % 
| F(x) + F(—2)| < «(r) oa é pe Suk", 
V 1+ cos2u 
; : ai er) yi = 33 
Cae Fee) 7 


2 
1—r® cos2u 


wobei ¢(7) eine fiir wachsendes y gleichmaBig nach Null strebende 
Funktion bezeichnet. 

Die Ungleichungen (32) sind die angekiindigten notwendigen Kon- 
vergenzbedingungen fiir die Stirlingsche Reihe (15). Soll fiir eine 
ganze Funktion F(x) iiberhaupt eine Entwicklung in eine Stirlingsche 
Rethe méglich sein, so mup sie jedenfalls den Bedingungen (32) ge- 
nugen. 


110. Wir kommen nun zu der Frage, ob eine solche Funktion 
dann auch wirklich immer durch eine Stirlingsche Reihe darstellbar 


ist. Damit werden wir zu dem Problem gefiihrt, hinveichende Kon- 
vergenzbedingungen aufzustellen. Wir wollen zunachst einige Be- 
merkungen iiber die durch (28) und (30) definierte, mit der Periode z 
periodische Funktion wy (v) vorausschicken. w/(v) ist eine gerade, fur 


. ° : . ws < 
alle v stetige Funktion, die im Intervall 0<v <-g monoton wachst 


und im Intervall 2 v< 2 monoton abnimmt. In Fig. 24 stellt 


a 


die vollausgezogene Kurve die Funktion y(v) dar, wahrend zum Ver- 
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gleich der Verlauf der Funktion |wsinv in den Intervallen, wo sie 
nicht mit y(v) tbereinstimmt, strichpunktiert eingezeichnet ist. Die 
Funktion w(v) gentigt den Ungleichungen 


ve) <y(+ 4) =a, 
y (v) > p (0) = log (3 + 2 V2) 
und ist somit fiir alle v positiv und nicht groBer als 7; wenn man 


log | F (re’”) | 
y 3 


(33) h(v) = lim sup 


r>o 
setzt, so lehrt die aus (31) entspringende notwendige Konvergenz- 
bedingung 
(34) h(v) <y(v), 
daB insbesondere 


h(v)<a 


sein muB, wenn F(x) in eine Stirlingsche Reihe entwickelbar sein soll. 
Zur Gewinnung hinreichender Bedingungen fassen wir nun das 
Restglied (9) _ 
a p22)... (get*@— m2) F(z 
(9) a tad ee Ee aed LO 


n Iai z (z?— 12) Wee ey oe ae 


Y 


n 


der Reihen (13), (44) und (15) ins Auge und wollen ermitteln, unter 
welchen Umstanden es gegen Null strebt. Dies ist, wie ohne groBe 
Muhe bewiesen werden kann, zunachst gewiB fur 


(35) h(v) < p(v) 


der Fall. Jede ganze Funktion, welche dieser Bedingung genigt, 
laBt sich in eine Stirlingsche Reihe entwickeln. Durch genauere Ab- 


Fig. 25. 


schatzung des Restes R, sind wir jedoch imstande, ein noch weiter- 
gehendes Ergebnis zu erzielen [40]. Dazu wahlen wir die in 
Fig. 25 angedeutete Integrationskurve. BCD und FGH sind zwei 
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Bogen der Bernoullischen Lemniskate 7 = n V2 cos 2v, wahrend DEF 
und HAB Stiicke des Kreises y = log darstellen. Mit v,, bezeichnen 
wir die kleinste positive Losung der Gleichung 


LAlo, 2 
COS2 vi), —5( —) : 


/ 


d.h. den Arkus des im ersten Quadranten gelegenen Schnittpunktes D 
von Lemniskate und Kreis. Offenbar ist v, klemer als a und 
lim yo == = 
bs es n 4 


Wegen der Symmetrie der Integrationskurve zur imaginaren Achse 
konnen wir den Integralausdruck (9) des Restes R, in die Gestalt 


pele Saar eCaraEnG 


z(2?— 12) ----(@? — 2) 2? = 2:3 


dz 


oder 


bringen. Dabei haben wir z= oe’ und 


F, (2) = 2 (F(z) — F(— 2)) +a [F(2) + F(—2)], 


(2!)? T(z —n) 


vesetzt. 
Im letzten Integral nehmen wir die Zerlegung 


J=Jf4f/4f/=P,404+7, 


ABCDE AB BCD DE 


vor. Dann ergibt sich 


a in| f, (w) se sty V2 cos2w (1 +i tan2w)e'’ dw, 


— «# 
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Mit Hilfe des Stirlingschen asymptotischen Ausdrucks fur die 
Gammafunktion kann f, (w) auf dem Lemniskatenbogen BCD, ch Mme Sachs 


“a Uv, <a Ul Ue 
in der Gestalt 


1 
file) = (a1) ale) eee 


2 ztn 


dargestellt werden, wobei ¢(m) fiir wachsendes n gegen Null strebt. 
Durch eine einfache Rechnung bekommen wir hieraus 


; DN 7 | re . 
| fy (to) |= 2 | (2=") (1 + (m)) = 2xe-ev| 1+ e(n)]. 

Tragen wir diesen Ausdruck in Q, ein, so zeigt sich, daB Q, mit 
wachsendem » unter folgender Bedingung gegen Null strebt: Setzt man 
nach dem Muster von (32) die Ungleichungen 


| F(a) — F(—2)| << rfrerv™, 
(36) | 


bE toe ere (ace Vee Pee agers 
an, so mu in der aus ihnen folgenden Ungleichung 


| (Ger?) | =o Rouse preteen 
die Zahl 
P = Max (B,; Py ==) 
negativ sein. 
Ganz entsprechend ergibt sich auf dem Kreisbogen DE 


| fe (w) | < konst-e—7esinw - 


hieraus schheft man, dafi auch T, fur 6 <0 und zunehmendes n be- 
liebig klein wird. Dasselbe trifft dann offenbar auch fiir P| zu, und 
damit ist bewiesen, dafs fir 6 < 0 


lim IK == (() 


n>o 


ist. Hinreichend fiir die Konvergenz der Stirlingschen Reihe (15) oder 
mit anderen Worten fiir die Entwickelbarkeit einer Funktion F(x) in 
eine solche Rethe ist also, daB F(x) eine ganze Funktion ist, fiir welche 
im den Ungleichungen (36) die Exponenten 


Baie Oc 
Pare 1 


sind, Diese Ungleichungen fiir die Exponenten gewahrleisten jedoch nur 
bedingte Konvergenz. Wenn hingegen 


(37) 
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(38) 


ist, konvergiert die Stirlingsche Reihe sogar absolut. 


111. Insbesondere ergibt sich aus den Ungleichungen (36), wie 
schon friher bemerkt, dafs sich bei h(v) < w(v) die Funktion F(x) in 
eine absolut konvergente Stirlingsche Reihe entwickeln laBt. Zwischen 
den Funktionen h(v) und w(v) kann jedoch auch Koinzidenz eintreten. 
Besonders interessant ist dabei der Fall, daB h(v) und w(v) ftir eine 
endliche Anzahl von Werten v des Intervalls — a <v< a tiberein- 
stimmen, wahrend im tbrigen h(v) < w(v) ist. Dann lassen sich namlich 
die Ungleichungen (37) durch bessere ersetzen. Die endlich vielen 
Koinzidenzpunkte von h(v) und w(v) mtssen notwendig auBerhalb der 


4 
halb eines dieser beiden Intervalle auch nur ein einziger Koinzidenz- 
punkt befindet, so folgt aus einem bekannten Phragmén-Lindelofschen 
Satze, da h(v) und w(v) in einem ganzen Intervall identisch sein 
mussen. Hingegen konnen, wie wir an einem Beispiele sehen werden, 
h(v) und w(v) in endlich vielen Punkten auferhalb der Intervalle 


beiden Intervalle a |v| <= gelegen sein. Denn wenn sich inner- 


p< ip =a a zusammenfallen. Dann zeigt die Untersuchung des Rest: 


gliedes, da®B die Darstellbarkeit von F(x) durch eine Stirlingsche Reihe 
gesichert ist, wenn in den Ungleichungen (36) 


OR Boe ee 
Be fiir = <|v| <2; Ps 
ge eee ks se 


sonst 


(39) 


wlw ble 


gilt. Hieraus erkennt man, da®& in den notwendigen Konvergenz- 
3a 


bedingungen (32) die Exponenten von , fir a+ Sia Seg und 
fir —— wae eee ie = - 0) durch keine kleineren ersetzt werden 


4 
i Ate 


§ 4. Die Reihen von GauB und Bessel. 


112. Wenn wir in den Gaufschen Reihen (13) und (14) je zwe 
aufeinanderfolgende Glieder zusammenfassen, sie also in der Form 


, 2s—1 
1; 


(40) F(x) = F(0)+ S (Ca Reena es Lin F(—s)|, 
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schreiben, hat fiir sie das Restglied dieselbe Gestalt (9) wie bei der 
Stirlingschen Reihe. Daraus folgt, da& die Gaufischen Reihen kon- 
vergieren, wenn die ganze Funktion F(x) den Bedingungen (36) und (37) 
unterworfen ist. Dies darf aber keineswegs ohne weiteres geschlossen 
werden, wenn wir dic Reihen in der urspriinglichen Form (13) und (14) 
stehen lassen. Um in diesem Falle der Konvergenz sicher zu sein, 
mussen wir uns vielmehr noch vergewissern, dafi die allgemeinen 
Glieder der auftretenden Reihen gegen Null streben. Diese Bedingung 
ist erfullt, wenn in (36) 


Pe ages She ns 
(42) P, a) und : 
Ps <a 6) fur — Le e Fe 
ist. 
Absolute Konvergenz der Gaufschen Reihen (13) und (14) liegt 


vor, wenn fur alle v die Exponenten 


(43) 
. Ee 
sind. 
Beim Auftreten von endlich vielen Koinzidenzpunkten zwischen h (v) 
und y(v) lassen sich die Bedingungen (42) durch die minder scharfen 


. =O. 
(44) Ps fine 


Bb, eel da 


zal 
wise ipa 
MA, pais 


~ 9 


sonst 


ersetzen. 

Fur die Besselsche Reihe (16) kann man die Diskussion des 
Restglieds (12) ganz entsprechend durchfiihren und erhalt die hin- 
reichenden Konvergenzbedingungen, wenn in den Ungleichungen (36), 
(37) und (38) die Zahlen f, und f, vertauscht werden. 

Fur eine gerade Funktion vereinfachen sich die Stirlingsche und 
Besselsche Reihe zu 


Pel eta a ee ee 
gS) BUS Seta ae “A F(— s), 
$= j 


= Cove iy 20y (32 \eon Be Be Leos 
(46) TR Cael (6) ly eey agar: 
s=0 


fur eine ungerade Funktion hingegen zu 


= a (w? — 12)... (% — 52) 2841 


(47) ee), @s +1) LS NFS 5 
: (et GN) et GY) ere ee a) ae 
(48) F(x) 2) oe 2h WAS Fate 


§ 4. Die Reihen von Gaufs und Bessel. ON | 


_ 


Ein Vergleich der Formeln (37) fiir beide Reihen lehrt, daB fiir 
ungerade Funktionen die Besselsche, fiir gerade Funktionen die Stirling- 
sche Reihe vorzuziehen ist, wenn man moglichst umfassende Klassen 
von Funktionen darstellen will. 


113. Zuletzt wollen wir die soeben durchgefiihrten allgemeinen 
Uberlegungen auf einige spezielle Beispiele anwenden. 

Fur die Funktion cos wa sind die Ungleichungen (37) erfullt; 
sie gestattet daher die bestandig konvergenten Entwicklungen 


cosa = (1) V aasr ww? => 8?) 2? = (s =41)?) 


und 
—— © xv 92 atl 
cosa =1-+4+2(7)—2 ( 9 )- 
/ Norn (e--n\ | Woentl fxn \ 
pri lL) 2 are J+ (- 1)"2 tea res 


von denen die zweite fur alle nicht ganzzahligen 2 nur bedingt kon. 
vergent ist und daher zeigt, dai die Ungleichungen (37) nicht die ab- 
solute Konvergenz gewahrleisten. 

Bei der Funktion sinza verschwinden alle Glieder der GauSschen 
Reihen. Sie ist also nicht in eine GauBsche oder Stirlingsche Reihe 
entwickelbar. Bei .ihr ist 6,0. Daraus geht hervor, dafs man 
fur Entwickelbarkeit nach Gau®B und Stirling nicht nur £, <0, sondern 
f, <0 voraussetzen mu. Wohl aber laBt sich wegen #, < 1, Ba a0) 
fur sin za die Besselsche Reihe 


2S s+1 : 
sinnz = >)(—1)° o— ee) ee ® 2) 


angeben. 

Fir das Auftreten von Koinzidenzpunkten der Funktionen h (v) 
und y(v) bekommt man Beispiele, wenn man die Funktion F(a) = t?* 
in eine Interpolationsreihe entwickelt. Die entstehenden Reihen 


eo t (3) 4(¢—4) + (8) (6-4) + ("SHG -Z) F-- 
ae G es (¢ ue aay i(t * ie se 


1 3 eon aes 2 1\ 2s 
p2@ 1 ¢-20 Dake nie pate (s oo | 8 
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a ied Ej ieas od tee 90) y\2sti 
Ae ee SUCK ay 


konvergieren absolut und stellen die Funktionen auf der linken Seite 
dar, wenn ¢ im Inneren des in Fig. 26 anschraffierten Gebietes 
ABCFA liegt, weil dann h(v) < p(v) gilt’ Die Reihen konvergieren 
auch im Gebiete CE ADC, aber im allgemeinen gegen eine andere 
Funktion als in ABCFA, wahrend sie auBerhalb der beiden Kreise 
und in dem von beiden:gemeinsam wberdeckten Gebiet AECBA 


divergent sind. Auf dem Randstiicke A BCFA schlieBlich ist h(v) <y(v), 
und das Gleichheitszeichen tritt fiir ¢2% nur in einem, fiir 42% + ¢-?% 
in zwei, von A und C verschiedenen, Punkten ein, wenn v nicht dem 
Intervall a 10S = angehort, bei S < |g a hingegen in A 
bzw. C. Die obenstehenden fiinf Gleichungen bleiben daher auch 
fur Werte ¢ des Randes ABCFA mit Ausnahme der Punkte A und 
C in Kraft. In diesen Punkten A und C sind nur die zweite und 
letzte Gleichung noch richtig und liefern die friiher erwahnten Reihen 
fir cosa und sing. 


§ 5. Die Newtonsche Reihe. 


114. Gegentber den drei bisher genauer besprochenen Inter- 
polationsreihen bietet die Newtonsche Reihe [40] 


\ 


(17) Plej==) D>) a,\ ag) 
50 


mancherlei neue Gesichtspunkte dar. Wenn diese Reihe fiir einen 
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Wert %) = 6) -4+-1t, von a, der keine positive ganze Zahl ist, konver- 
giert, so konvergiert sie auch fiir jedes rechts von x, gelegene 
«—=6--1t, fiir welches also o >, ist. Die Konvergenz ist zudem 
gleichmaBig in einem beliebigen festen Sektor #,, der seine Spitze 
in %, hat und durch die Ungleichungen 

0<|¢—2,|<R, —3+7Sarc(e—%)<F —y 


| 


charakterisiert ist. Diese Tatsachen kann man durch 
Abelsche Transformation auf einem ahnlichen Wege 
beweisen, wie wir ihn bei der Stirlingschen Reihe 
eingeschlagen haben. Das Konvergenzgebiet der 
Newtonschen Reihe ist also, wie zuerst Jensen [2] 
und Bendixson [2] gezeigt haben, eine Halbebene, 
die links von der Konvergenzgeraden, d. h. einer Par- 
allelen o =A zur reellen Achse, begrenzt wird. Die 
Zahl 2 nennt man die Konvergenzabszisse. Fiir o > 
ist die Reihe konvergent, flr o < A divergent, wahrend 
sich tuber ihr Verhalten fur o = nichts Allgemein- 
giltiges aussagen laBt. Bei einer bestandig konver- 
genten Newtonschen Reihe setzen wir 1 = — oo, bei 
einer (mit selbstverstandlicher Ausnahme der positiven ganzen Zahlen, 
fiir welche die Reihe abbricht) bestandig divergenten Reihe hingegen 
A= + oo. In jedem der Konvergenzhalbebene ganz eingebetteten end- 
lichen Gebiet, das sich offenbar in einen Sektor J, einschlieBen laBt, 
ist die Konvergenz gleichmaBig. Die Reihe stellt also eine im Inneren 
der Konvergenzhalbebene regulare analytische Funktion F(a) dar. Wenn 
die Reihe in einem Punkte x, auf der Konvergenzgeraden noch kon- 
vergiert, so strebt F(a) einem Grenzwerte zu, falls x in einem Sektor dy 
nach a, geht, und dieser Grenzwert ist gleich der Reihensumme. Eine 
Ausnahme kann eintreten, wenn a, eine positive ganze Zahl ist, wie 
wir noch an einem Beispiel sehen werden. Setzt man 


| n—1 a 
a] 
log | >) (—1)° as log |e> (—1)* as 
; ; = : s=n 
49 “ = lim su Re ¢ x* = lim sup — — : 
) n> - log n een log n 


so ist nach Cahen, Landau [2] und Pincherle (52, 53] die Konvergenz- 
abszisse A fiir 4 >0O durch 2=~x, fir 4 <0 durch 14 = x* bestimmt. 
Man kann auch sagen: Je nachdem die Reihe (17) im Punkte « = 0 
divergiert oder konvergiert, ist 2 =x oder 1 = x*. 

In der Konvergenzhalbebene o > A ist die Newtonsche Reihe im 
allgemeinen nicht absolut konvergent. Das Gebiet absoluter Konver- 
genz ist vielmehr nach Bendixson [2] und Nielsen [12] ebenfalls eine 
Halbebene, fiir deren Grenzgerade o = w die Beziehung 4 <u <A+- 1 
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besteht; dabei kann « — A wirklich alle Werte zwischen Null und 
Eins annehmen. Um w zu finden, braucht man nur in den Aus- 
driicken (49) die GréBen (—-1)'a, durch ihre absoluten Betrage zu 
ersetzen. Wahrend auf der Konvergenzgeraden o=4/ in gewissen 
Punkten Konvergenz, in anderen Divergenz vorkommen kann, ist die 
Reihe auf der Grenzgeraden absoluter Konvergenz entweder tberall 
oder nirgends (mit etwaiger Ausnahme eines positiv ganzzahligen 
Punktes) absolut konvergent. 

Ein Beispiel fiir die mannigfachen bei einer Newtonschen Reihe 
moglichen Falle bietet die durch Abel [4] in seer beruhmten Unter- 
suchung iber die Binomialreihe genau studierte Entwicklung 
(50) (i+ 0 * = Do eae 

s=0 
Wenn || <1 ist, konvergiert die Reihe in der ganzen Ebene, wah- 
rend sie fir |g] > 1 auBer ftir die positiven ganzen Zahlen immer 
divergent ist. Bei |g|=1, @ += —1 ist sie ftir o >1 absolut und im 
Streifen 1=>o0>0 bedingt konvergent, fiir o <0 divergent; es ist 
alse A'== O eer dy, 

115. Ein merkwiirdiges Resultat erhalten wir durch den Grenz- 
iibergang 9» —1. Dann entsteht rechts die Newtonsche Reihe 


(51) ¥, (z) = d/(—1)' oe 


s=0 


mit den Konvergenzabszissen 1 == 4=1. Die linke Seite der Glei- 
chung (50) hingegen strebt fiir 6 >1 nach Null. In (51) steht also 
eine Newtonsche Reihe da, welche in ihrer Konvergenzhalbebene o > 1 
den Wert Null hat. Fur 21 reduziert sie sich auf ihr erstes Glied 1; 
sie ist also im Punkte x =1 unstetig. In allen weiteren Punkten mit 
6 <1 ist sie divergent. 

Aus der Reihe (51) konnen noch unendlich viele andere ahnliche 
Nullentwicklungen hergeleitet werden. Bezeichnen wir namlich mit r 
eine positive ganze Zahl, so ist 


62) Fa@)=C7') Me = S(-1™()( 
8s=P 

eine Newtonsche Reihe mit den Konvergenzabszissen 2 = uw = 7 -+-1, 

die in der Konvergenzhalbebene 6 >y7--1 den Wert Null hat und 

sonst uberall divergiert auBer in den Punkten «1, 2,...,7-+1, in 

denen 

Pe Esa) fora 1a ore Te 


1 


beta (Ze 2 


gilt. 
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Aus Untersuchungen von Frobenius [1] und Pincherle [38] 
folgt, daB& sich jede Nullentwicklung der Form (17) in der Gestalt 


(53) Cy Ey (a) + RN aaa re eae a2) 


schreiben lat, wobei c,, c,,...,¢, beliebige Konstanten sind. Wenn c,, 
von Null verschieden ist, ist die Konvergenzabszisse gleich der positiven 
ganzen Zahl n. AuBerhalb ihrer Konvergenzhalbebene o > n, in der 
sie verschwindet, konvergiert die Entwicklung (53) noch in den Punkten 
Leaps ht, in denen sic gleich ¢; ¢,,.++5 ¢,. 1st. 

Die Moglichkeit dieser Nullentwicklungen bei der Newtonschen 
Reihe bereitet eigentiimliche Schwierigkeiten. Wahrend bei der 
Stirlingschen, GaufBschen und Besselschen Reihe die Entwicklung 
eindeutig ist, trifft dies bei der Newtonschen Reihe keineswegs zu. 
Vielmehr kann man jede durch eine Reihe (17) definierte Funktion 
noch durch unendlich viele andere Reihen derselben Form darstellen, 
die sich voneinander um Nullentwicklungen unterscheiden, und dabei 
erreichen, dafs die Konvergenzabszisse einen beliebigen oberhalb einer 
gewissen Zahl gelegenen ganzzahligen Wert erhalt. 


116. Um uns vom EinfluB der Nullentwicklungen frei zu machen, 
gehen wir folgendermaBen vor. Wenn erstens 4 <1 ist, sind die 
Koeffizienten a, der Newtonschen Reihe durch die Funktionswerte 


an den Stellen a =1,2,... vermoge des Gleichungssystems 
1169) lop 
(64) F (2) =4+4, 


eindeutig festgelegt, und zwar wird 


also 
(55) F(e)= 5, AF()(*5")- 


Im Falle 4 <1 ist demnach die Reihenentwicklung eindeutig. Ins- 
besondere miissen, wenn eine Newtonsche Reihe mit einer unterhalb 1 
gelegenen Konvergenzabszisse Null darstellt, alle Koeffizienten den 
Wert Null haben. Ist zweitens p <4 <p-+1, wobei p eine positive 
ganze Zahl bedeutet, so laBt sich durch Hinzufiigung einer Nullent- 
wicklung erreichen, da die Reihe in den Punkten a —1, 2,...,p 
beliebige, vorgegebene Werte c,, c,,-..,c¢, annimmt. Ganz allgemein 
k6nnen wir es daher, wenn die Funktion F(x) fiir o > « (@ <A) regular 


Noérlund, Differenzenrechnung. 15 


226 Achtes Kapitel. Interpolationsreihen. 


ist, stets so einrichten, daB die Reihe fiir diejenigen positiv ganz- 
zahligen Werte von x, welche oberhalb von « gelegen sind, gerade 
gleich dem Werte von F(x) wird, wie es bei 4<1 von selbst der 
Fall ist. Dies wollen wir uns hier und im folgenden immer aus- 
gefiihrt denken und dann die Reihe veduziert nennen. Falls «7 >1 
ist, gehen in sie noch die willktrlichen Konstanten c,, s=1, 2,..., [a], 
eint). Dabei kénnen wir c,—= F(s) machen, wofern F(a) im Punkte 
e==s fesular sist. 

Fiiy eine rveduzierte Reihe ist die Konvergenzabszisse eindeutig be- 
stimmt. Sie hangt von F(a) ab, ist hingegen unabhangig von den 
vorkommenden willkirlichen Konstanten. Zudem hat sie den kleinsten 
iiberhaupt méglichen Wert, d. h. wenn die Reihe nicht reduziert ist, 
ist die Konvergenzabszisse mindestens so groB wie bei der reduzierten 
Reihe. Zum Beweise dieser Behauptungen brauchen wir nur zu be- 
merken, daB die fiir 1 <0 aus (49) wegen 


DS (= 1), = F0) — (- 1)" A FOO) 


=0 


fir die Konvergenzabszisse entspringende Formel 


n 
hk log | A F (0) | 
(56) 5 ” BED See 
fur eine reduzierte Reihe nicht nur bei 4 <Q, sondern immer richtig 
ist. Schreiben ‘wir namlich die Reihe fir x=—1, 2,...,” auf, so 
laBt sich die Beziehung 


n--1 qd n 
d(-14=- S13 Ve -— Sey (Fo) 
s=0 s=1 s=q+1 
herleiten, wobei g die groBere der beiden Zahlen 0 und [@] bedeutet 


und fir gO die erste Summe rechts Null ist. Hieraus kénnen wir 
schlhieBen 


S18 == Si (= (2) (9) +0 (0) = — (1. AF) +0 (09), 


. . . Ma ; 
worin bei der Bildung von (A F(0) fiir die nichtdefinierten unter den 
Symbolen F(s) mit s<@ etwa der Wert Null einzutragen ist. Weil 


*) [a] ist die groéfte in @ enthaltene ganze Zahl. 
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notwendig 2 >« sein mu, folgt unter Heranziehung der Formel (49), 
da, wie behauptet, fiir die Konvergenzabszisse einer reduzierten Reihe 
stets die Beziehung (56) gilt. 


117. Auch fiir die Newtonsche Reihe kann man 4hnlich wie bei 
der Stirlingschen Reihe die Frage nach notwendigen und hinreichen- 
den Konvergenzbedingungen aufwerfen. Dabei ergeben sich bemerkens- 
werte Zusammenhange zwischen der Konvergenzabszisse 4 und den 
analytischen Eigenschaften der durch die Reihe dargestellten Funktion. 

Zunachst hat Pincherle [47] bewiesen, da sich eine Funktion dann 
und nur dann in eine Newtonsche Reihe (17) entwickeln laBt, wenn 
sie durch ein bestimmtes Integral der Form 


fe (tat 


dargestellt werden kann, wobei die Funktion (t) einer gewissen Be- 
dingung gentigen muf. Ferner hat Carlson [2] durch Abschatzung 
einen Majorantenausdruck der Reihe (17), also eine notwendige Kon- 
vergenzbedingung, hergeleitet. Dazu ist zunachst erforderlich, die 
Reihe (17) in eine in der ganzen Konvergenzhalbebene absolut kon- 
vergente Reihe zu transformieren. Dies gelingt mit Hilfe der Abel- 
schen Transformation. Wenn die Reihe (17) fiir «=O divergiert, 
also 4 > 0 ist, transformieren wir sie in 
f ; pani (ON s—1 z 
(57) F(a) = S)(—1)"" (7) S(- Ye, 


sil Pw 


wenn sie hingegen fiir «= 0 konvergiert, also 4 < 0 ist, in 


(57*) FQ) = F0)+ D'(—1' (9) 3 (-1)"o. 


Dabei sind die rechtsstehenden Reihen ftir o > 4 absolut konvergent. 
Wenn 4 = 0 ist, liegt Konvergenz auch noch in den Punkten auf o = 4 
vor, in denen die Reihe (17) konvergiert. Bei 20 braucht dies 
hingegen nicht mehr der Fall zu sein. Jedenfalls gewinnt man also 
fir F(x) eine fiir o >A absolut konvergente Reihe von der Form 


(a7**) F(x) ~ bo ae > Ch? 
n=1 
wobel 


i 
eas 1) 2, fir 2 0 


| (— 1)” Si 1)" a fares 0 
15* 
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ist. Nach (49) gilt dann allgemein bei geniigend grofem n 
(Daal) a 1 Ota 


Wenn die Reihe (17) in einem Punkte auf o—4d konvergiert, der 
keine positive ganze Zahl ist, kann man sogar 


lim n-* 6, =0 vibe Ah (Oy. 
n>o 


finite = oy seer een 


paar; log n 


behaupten. SchlieSlich kommt man zu folgendem Ergebnis. Es sez 
« eine reelle Zahl griBer als die Konvergenzabszisse 1, dann 1st fiir 
gentigend grope r 


(58) [Pies et it ere) 


At+$te(r) 
yl+rcosv 


und, wenn die Reihe (17) in einem Punkte auf der Konvergenzgeraden 
Ronvergiert, sogar 


tt 
(59) | F(a + ret”) | Ser? ______ (7), 
‘ hy yl+rcosv 
betdes fiir — > 5 SY = a Dabei bedeutet e¢(7) eine Funktion, die 


bei wachsendem 7 fir — <v at gleichmaBig gegen Null strebt, 
und m(v) die Funktion 


y (v) = cos vlog (2 cos v) + vsinv. 


1 
i 
: 
1 
{ 


{ 
z 7) £ Dv 
Fig. 28. 
In einem Streifen von endlicher Breite « <o<A konnen wir sogar 
noch etwas mehr aussagen. Dort ist namlich fiir hinreichend groBe + 
say} 
| Rivet®)'| S aye? 75.2 Bulopra: 


wobei y= O fir 12 0, v =1 fiir 2=0 ist. 
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Die Funktion p(v) spielt fiir die Newtonsche Reihe dieselbe Rolle 
wie die Funktion w(v) fiir die Stirlingsche Reihe. Sie ist gerade und 


positiv, monoton abnehmend im Intervall — = <v< 0 und monoton 


wachsend im Intervall O<v< > und hat also ein Minimum fir 


v=0O. Da die Relationen 


4 mu 
p(0)=log2, y(+%)=% 

bestehen, ist sie in die Grenzen 

log2 <p) <5 
eingeschlossen. 

118. Eine hinreichende Konvergenzbedingung fiir die Newtonsche 
Reihe wird durch den folgenden Satz geliefert. Es sei F(a) eine in 
der Halbebene o =>« reguldve analytische Funktion und daselbst fiir 


4 Li 
a 
(60) | F(@ + re*)| ae er eto) (yt pire, 


wobet e(r) mit zunehmendem yr gleichmaBig gegen Null strebt. Dann 
gestattet F(x) eine Entwicklung in eine Newtonsche Reihe, deren Kon- 
vergenzabszisse die gréfere der beiden Zahlen « und PB +- 3 nicht iiber- 
steigt. 

Zum Beweise betrachten wir das Restglied der Newtonschen Reihe. 


Wirtsctzen im der Gleichung (4) 4, ==1), 2; 2), .-., 2,_, =n." Dann 
entsteht, wenn x in der Halbebene o > « liegt, 

n—1 1 

| GL fe 
F(x) = Sa, ( s Ler 

s= 0) 

mit 
wtedao F (2) ; 
a Shenae Sea 


1 (@—1) 2%). Ga FO gy 
n” Oni) (e—1)(¢—2)---(e—n) 2z—-@ 


Integriert wird hierbei iiber eine in der Halbebene o > «@ (mit etwaiger 
Ausnahme einer kleinen Ausbuchtung bei z = «) gelegene Integrations- 
kurve, welche a und die der Halbebene angehorigen von den Punkten 
1,2,..., 2 umschlieBt. Das Integral fiir R, transformieren wir, indem 
wir z-+@ statt z schreiben, in 


Pe sel ae) P(a+z—n) F(a +2) 
(61) aera I'(1—2) [(e+z) z= (a — ce) 
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oder 


1 Fa+1—2) DVS say) Pies 2) 
(Oe FI oe oper Teen) Fee een : 


und als Integrationskurve nehmen wir den Kreis 
z= 2ncoswe'¥ 


mit dem Mittelpunkt » und dem Radius n. Er wird gerade einmal 


Fig. 29. 


durchlaufen, wenn w von — > bis +3 variiert. Die Zahl m wahlen 


wir dabei so groB, daB der Punkt a — «, welcher nach der Voraussetzung 
o >c positiven Realteil besitzt, ins Innere des Kreises fallt. Ist « 
eine positive ganze Zahl, so vermeiden wir den alsdann fiir z=0O 
auftretenden Pol des Integranden durch einen passenden kleinen Kreis- 
bogen, wie es Fig. 29 andeutet. Nun teilen wir den Integrationsweg 
OCABO bzw. EFCABDE durch zwei Punkte B und C im Abstande 
log n von O in zwei Teile. Das Integral tber CAB nennen wir Os 
das ber BOC bzw. BDEFC hingegen P_, sodaB 


ny 
= ey 
R,, er Q,, I P 


wird, und mit v, bezeichnen wir den Arkus des Strahles OB, d. h. die 
kleinste positive Losung der Gleichung 


v 


log n 
On 


COS Uv, = 
Bei wachsendem m riicken B und C ins Unendliche, und zwar wegen 


: “4 
lim v= cy 
n> wo 


on 
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in solcher Weise, da8& sich OB und OC der zu OA senkrechten Lage 
nahern. Nun schatzen wir die Integrale Q, und P, ab. Fir Q, greifen 
wir auf die Gleichung (61) zuriick. Mit Hilfe des Stirlingschen asympto- 
tischen Ausdrucks fiir die Gammafunktion ergibt sich, da® auf dem 
Integrationswege fiir Q, 


NCES aCe a eee ee bralea 
| I (« + 2) | << Cone (cos w)* e—2n Cos w w (w) 


ist. Durch Integralabschatzung kommt man dann weiter zu 


| Qn | = Cy ee = i C, Tee (log ies > 


es ist also 
im Q, =0 fir “o> a, o> B-+E. 


n>o 


Fur P, hingegen gehen wir von (61*) aus. Auf dem Integrations- 
wege gilt 


| L(n+1—2)0%(1—z— 2) | 
T(n+1—z-—«) | 


4 : 
a —> lesin w| 


< C,n* "(1 + log n) > € 


und deshalb 


[Py |< Cymere(tblog ay toets, 
also 
lime ==.) fir o >; 


n> 


Durch Zusammenfiigung unserer Ergebnisse tiber Q, und P, kénnen 
wir schlieBen, daf fiir den Rest R, die Beziehung 


lim Rk = 0 ilites oe 0, oS 2 


n>o 


besteht, und hiermit ist die ausgesprochene hinreichende Konvergenz- 
bedingung bewiesen. 


119. Die Ungleichung 
A < Max (@, B + $) 


kann im allgemeinen nicht verbessert werden, wie sich durch Bei- 
spiele belegen lat. Will man weitergehende Aussagen haben, so 
muf{Z man neue Voraussetzungen machen. 

Hierzu fuhren wir die Funktion 


i) — lin sup SE er (ey F) 


r-> © if 
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ein. Wenn h(v) < g(v) im Intervall — i ae > ist, konvergiert die 


Reihe in der Halbebene o > «@; dann ist also 
Aer: 


Die Konvergenzabszisse 4 ist genau gleich a, wenn auf der Geraden 
6 = ein singularer Punkt von F(x) liegt, und stellt dann die kleinste 
Zahl von solcher Beschaffenheit dar, da® F(a) fiir o >A regular ist. 
In diesem Falle haben wir also eine vollstandige Analogie der 
Konvergenz geraden einer Newtonschen Reihe mit dem Konvergenz- 
kreis einer Potenzreihe, der bekanntlich bis zum nachsten singularen 
Punkt der dargestellten Funktion reicht. 


Ferner kann es vorkommen, dai im Intervall = ae 
im allgemeinen h(v) < (v), in einer endlichen Anzahl von Koinzidenz- 
punkten hingegen h(v) = q(v) ist. Dann laft sich, falls die Koinzidenz 


ube = ge v< a also im Inneren des Intervalls, eintritt, flir die 


Konvergenzabszisse 4 die Ungleichung 
A < Max (a, f) 


aufstellen. In diesem Fall ubersteigt 2 also die groBere der beiden 
Zahlen « und f# nicht. Vergleicht man dieses Ergebnis mit der Un- 
gleichung (58), so sieht man, dafi die hinreichenden und notwendigen 
Bedingungen nahezu zusammenfallen. Wir sind also im gegenwartigen 
Falle in der Lage, die Konvergenzabszisse aus einfachen analytischen 
Eigenschaften der Funktion, namlich der 
Lage der singularen Stellen und der GroBen- 
ordnung in einer Halbebene, zu bestimmen. 
Ein Beispiel bietet die Funktion F(x) = t* 
dar. Liegt ¢ zunachst 1m Inneren des Kreises 
|¢—1]|=1, so ist die entsprechende New- 
tonsche Reihe ,wegen h(v) < y(v) fiir alle x 
absolut konvergent. Fiir Werte von ¢ im 
Auferen |f—1|>1 kann hingegen die 
Newtonsche Reihe fur kein a konvergieren, 
Fig. 30. das nicht eine positive ganze Zahl ist, weil 

dann fiir gewisse v die Funktion h(v) > @(v) 

wird. Auf dem Rande |¢—1|=1, ¢+:0 schlieBlich ist h(v) < p(v), 
und es tritt ein und nur ein Koinzidenzpunkt zwischen h(v) und  (v) 


ra 
oy 
die Konvergenzabszisse mu also den Wert 40 haben. Dies ist in 
der Tat der Fall, wie wir von der Gleichung (50) her wissen. 


im Inneren des Intervalls = <v <-> auf. Man hat «w= — co, B=0; 
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Wenn Koinzidenz zwischen h(v) und w(v) firvo= + > vorliegt, 
sind noch weitere Untersuchungen dariiber notig, ob sich auch dann 


eime Verscharfung der Ungleichung 2 < Max (a, B +4) erzielen 1aGt; 
bei 6+ 3 >« kann man durch eine einfache Betrachtung zu 


ee 


9 
kommen. 


§ 6. Analytische Fortsetzung der durch eine Newtonsche 
Reihe definierten Funktion. 


120. Wie sich schon nach den Erérterungen am Schlusse des 
letzten Paragrafen erwarten 1aBt, braucht auf der Konvergenzgeraden 
einer Newtonschen Reihe kein singularer Punkt der durch die Reihe dar- 
gestellten Funktion F(x) zu liegen. Man wird daher einmal nach 
analytischen Eigenschaften von F(x) fragen, durch welche die Kon- 
vergenzgerade charakterisiert wird, und zum anderen versuchen, ob 
man die analytische Fortsetzung dieser Funktion uber die Konvergenz- 
halbebene hinaus durch eine Reihe von ahnlichem Bau wie (17) 
mit eier weiter links gelegenen Konvergenzabszisse erzielen kann. 
Dies gelingt in der Tat durch gewisse lineare Transformationen der 
unabhangigen Veranderlichen in der urspriinglichen Reihe, die uns 
spater auch bei dem analogen Problem fiir Fakultatenreihen von groBem 
Nutzen sein werden. Ihrer Betrachtung wollen wir, um uns spater 
bequem darauf beziehen zu konnen, einige Definitionen vorausschicken. 

Fir eine durch die Reihe (17) definierte Funktion F(x) konnen, 
wie wir gesehen haben, immer zwei Zahlen @ und f derart gefunden 
werden, dafi F(x) fir o >a regular und der Ungleichung 


(60) Fle ret*)|<er@(rfreto (2 <0<4) 


mit gleichmaBig nach Null strebendem ¢(7) unterworfen ist. Nun sei 
a, die kleinste Zahl von solcher Beschaffenheit, daB F (a) FORM, eee 
regular ist. Dann kénnen wir die letzte Ungleichung fur ein beliebiges 
@ >a, ins Auge fassen. Zu ihm gehort eine untere Grenze wu = fh (o) 
der Zahlen f, fiir die sie richtig ist. Hierdurch wird fur o > a, eine 
Funktion w(o) definiert. Diese ist offenbar niemals wachsend, wenn 
6 zunimmt, auBerdem ist sie in jedem Intervall, wo sie endlich ist, 
auch stetig. Wenn u(o) > — oo fiir 6 >a, ist, konnen zwei Falle 
eintreten: entweder ist w(o) fiir o > «, nach oben beschrankt oder 
nicht. Im zweiten Falle sei «, die durch folgende Forderung erklarte 
Zahl: es soll bei beliebig kleinem positiven ¢ fir o>a,-+e die 


234 Achtes Kapite]. Interpolationsreihen. 


Funktion F (x) regular und die Funktion y(o) endlich sein, wahrend 
mindestens eine dieser beiden Tatsachen fiir o >a, —e nicht mehr 
zutrifit. Wenn o nach @, absinkt, kann also m(o) entweder einem 
endlichen Grenzwert zustreben oder unendlich zunehmen. Offenbar 
FSD 0S eee: 

Ferner betrachten wir in der Halbebene o >«, das Verhalten 
der Funktion F(x) auf senkrechten Geraden. Bei genugend groBem 
o ist 


|F(o + it)| =O (e**). 


Es sei = &(o) bei beliebigem o >) die untere Grenze der 
Zahlen k, fiir welche diese Gleichung in Kraft bleibt. Dann ist 
fir o > a, 


Denn es ist (+ Sa =e wahrend die untere Grenze aus einem 


Phragmén-Lindelofschen Satze folgt. Im Streifen a <<o<«@, kann 
nun €(0) beschrankt sein oder nicht. Wir fiihren eine Zahl a,’ so 
ein, dai fiir o >«,/+ e die Funktion F(a#) regular und die Funktion 
€(o) nach oben beschrankt ist, hingegen fiir o >a,’ —e nicht mehr 
beides zutrifft. Die Zahl «,’ gehért dem Intervall a, <a, <a, 


an, und der Grenzwert é(@,’+0) kann entweder endlich oder un- 
endlich groB sein. Aus der Definition von @, folgt, daB 


E(ol=ee fir o«,—exXo<a, 
ist. Nach Lindelof*) beweist man nun die Existenz einer Zahl «* 
derart, daB &(o) fiir «,’ << o < @* positiv, monoton abnehmend, stetig 
und konvex, fiir 6 > «* konstant ist. Es ist daher sogar im Intervall 

/ 
o 


0 Oh a, 


£() >, 


weil €(o) nicht wachsen kann. Aus der Stetigkeit von E(o) im 
Punkte «, folgt daher 


E(0,)=+- 


Die Zahl «* kann rechts von @, liegen und sogar unendlich groB 
sein. Setzen wir o,’—=min(a,, a), so ist 


/ , 
Cig Oh Sa Ce Oe 


*) Quelques remarques sur la croissance de la fonction €(s), Bull. se. 
math. (2) 33 (1908), p. 341—356. 
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Im Intervall @, <6 < a ist E(0) > a WVENW D0, =. (pe ist, SO. Ist 


AGES oa im Intervall «,’<o <a, und tiberhaupt flr o >a,'. Wenn 
hingegen «,’ =a, <c* ist, nimmt &(o) fiir a,’<o <a* noch ab und 
ist fiir o >«* konstant gleich é(a*) mit 0 < &(a*) — 


121. Nunmehr wollen wir die durch die Reihe (17) in der Halb- 
ebene o >A definierte Funktion F(x) zunachst in die Halbebene 
o>, fortsetzen, d.h. in die groéBte Halbebene, in der F(x) regular 
und w(o) nach oben beschrankt ist. In einer gewissen Halbebene laBt 
sich F(a) immer auch durch eine reduzierte Reihe von der Form 


(2) Fe) = So, (7471) 


darstellen, wobei 0 eine beliebige Zahl ist. Den Sonderfall 0 = 1 
haben wir schon in der Gleichung (57) kennen gelernt. Es sei A, 
die Konvergenzabszisse der Reihe (62) bei reellem 9. Ist u(o) = — co 
fir o¢>o,, so wird 4,=«, bei beliebigem go. Falls hingegen 
(0) > — oo fiir o >a, ist, wird durch die Gleichung 


H(@)+3—a=@ («> a) 


«= «(o) als stetige und fiir wachsendes @ monoton abnehmende 
Funktion von @ definiert. Fir die zugehorige Konvergenzabszisse 4, 
bestehen dann die Ungleichungen 


&(o)— Wi 4, (0). 


Wenn 0 ier alle Grenzen wachst, strebt die Konvergenzabszisse 4, 
dem Grenzwert 
A. == 0 


oo 1 


Zula lSt be (Oy ++ 0) unendlich, so erreicht A, seinen Grenzwert «, fur 
keinen endlichen Wert von g. Ist hingegen w(«, +0) endlich, so 
wird 4, =«, schon fiir genigend groBe endliche g, namlich fur 


@2 u(y +0) +5 —%- 


Man kann also vermége der Transformation (62) bet passender 
Wahl von o die Funktion F(x) in die ganze Halbebene o > a, fort- 
setzen, deren Grenzgervade oct, durch einfache funktionentheoretische 
Eigenschaften von F(x), Regularitat von F(x) und Beschranktheit von 
4u(o) nach oben, gekennzetchnet 1st. 


122, Hingegen erlaubt uns die Transformation (62) nicht, die 
Gerade o =, zu iiberschreiten und in den Streifen «, << 6 <a, ein- 
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zudringen. Dort ist vielmehr die Reihe (62) ftir alle g divergent. 
Durch eine andere Transformation aber kénnen wir wenigstens bis 
zr Geraden o =«,' gelangen. Jede durch eine Reihe (17) darstell- 
bare Funktion ist immer auch in eine Reihe 


(63) F(x) = >), (a — @) (% —2@) +++ (w—s@) 


s! 
s=0 


entwickelbar, wobei @ eine positive Zahl mit 0 <m<1_bedeutet. 
Fir die Konvergenzabszisse 4(w) dieser Reihe gilt 


A (a) S,, 


und fir 0 <o<o wird 


tL 8 , 
DG (O Ze (00) 1) 
eindeutig festgelegt und strebt fiir m—>0O dem Grenzwerte «, zu. 
Wenn &(a,/+0) endlich ist, erreicht 2(m) seinen. Grenzwert «,’ 


schon fur 
M4 
0 = FE (ug FO)’ 
und es wird 
A(D) == 0 fi Os Eo 


Wenn hingegen &(«,’-+-0) unendlich groB ist, nimmt A(m) seinen 
Grenzwert «,' fiir keinen positiven Wert von @ an. 

Damit ist die Funktion F(x) in die Halbebene o > oO) fortgesetzt, 
deren Grenzgerade wiederum durch einfache funktionentheoretische Eigen- 
schaften von F(x), Regularitat und Art des Anwachsens auf vertikalen 
Geraden, charakterisiert wird. 

Die Funktion A(q@) ist stetig und monoton wachsend im Intervall 
) <@ <1, hingegen unstetig fiir @=1. Denn wenn q@ zu 1 an- 
wachst, strebt A4(@) nach «,’, und im allgemeinen ist Of eA eras 
Wenn also wm von 1 an abnimmt, macht die Funktion A(wm) zuerst 
einen Sprung von / bis Oa. dann nimmt sie monoton ab, bis m in 
@, ankommt, um nachher fir 0<@ <<, konstant gleich «,’ zu 
bleiben. Fir @)=0 sinkt J(w) gegen «,’ monoton ab, ohne den 
Grenzwert je zu erreichen. 

Die Ausnahmestellung des Wertes m—41 rihrt daher, da wir 
die Existenz einer Entwicklung der Form (17) vorausgesetzt haben. 
Wenn wir allgemeiner nur voraussetzen, daB sich F(a) durch eine 
Reihe von der Gestalt (63) darstellen 14Bt, so ergibt sich die Existenz 
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einer Zahl qw, derart, daB A(@) im Intervall 0 < m < , endlich ist, 
aber nicht mehr fiir @ > @,- Im Punkte m = a, ist die Funktion 1 () 
im allgemeinen unstetig. Hingegen ist sie im Inneren des Intervalls 
@) << w <q@, Stetig, monoton wachsend umd durch einfache ana- 
lytische Eigenschaften der Funktion F(x) genau bestimmbar. Fiir 
© =o, sind nur gewisse, wenn auch ziemlich enge Grenzen fiir die 
Konvergenzabszisse 1(w,) bekannt. Die Frage nach der genauen 
Ermittlung von A(qw,) ist vergleichbar mit dem Problem, ob eine 
Potenzreihe in einem Punkt auf dem Konvergenzkreise konvergiert 
oder nicht. 

Zusammenfassend ergibt sich aus unseren Uberlegungen als 
notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Darstellbarkeit einer 
Funktion F(x) durch eine Reihe von der Gestalt (63), daB F(x) in 
einer gewissen Halbebene o > « regular ist und dort bet festem positiven k 
die Ungleichung 

hie (e)i| <a eis! 
erfiillt. Daber geniigt es, 
ee 


Oi 
zu nehmen. 


128. Zum SchluB wollen wir die erhaltenen Ergebnisse noch durch 
einige Beispiele naher beleuchten. Es sei erstens 


F(x) = 


spe 


wobei « eine beliebige Zahl bedeutet, die nur nicht positiv ganz sein 
darf. Dann kann man die Gleichungen (54), welche zwischen den 
Funktionswerten fiir die positiven ganzen Zahlen und den Koeffizienten 
bestehen, leicht auflosen und findet die reduzierte Reihe 


1° y_@—1)(@—2)---@—s) 
L— Oo eit ees 


deren Konvergenzabszisse gleich 9 («) ist. Diese Reihe kann auch durch 
Grenziibergang aus der Nicoleschen Identitat (3) gewonnen werden. 
Wenn hingegen «@ eine positive ganze Zahl p ist, hat die Reihe 
keinen Sinn. Dann bleibt der Koeffizient a,_, willkurlich. Wahlt 
man ihn gleich Null, so entsteht die reduzierte Reihe 


=} eel Nea i 
(p—1)(P—2)--- (P—s—1) 


= pai) Ge 2)-s- G=s) 1 rae ie 
> es neue (1 hee re 


s=p 
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mit der Konvergenzabszisse ». AuBerhalb der Konvergenzhalbebene 
wird die Funktion noch ftir jeden positiv ganzzahligen Wert von x 
auBer «=p durch die Reihe dargestellt. 
Zweitens moge 
F (x) = ax log’ a 


sein. Fir ja —1|<1 wird h(v) < pv); und die Newtonsche Reihe 
konvergiert. Die Konvergenzabszisse ist dabei im allgemeinen gleich 
Null, wo sich ein singularer Punkt befindet. Nur wenn y ==0 und 6 
eine nichtnegative ganze Zahl ist, konvergiert die Reihe in der ganzen 
Ebene. Fiir |a—1|=1 und a + 0 tritt ein Koinzidenzpunkt zwischen 
h(v) und m(v) auf. Dann ist die Konvergenzabszisse gleich der groBeren 
der beiden Zahlen 0 und #(f). 
Drittens betrachten wir das Integral 


1 
F (x) = i} tv-1 etylogt ee 
0 


das fir y >0O in der Halbebene o > 0 konvergiert. Bringt man es 
durch Abanderung des Integrationsweges in die Gestalt 


- F(x) = Vier fe-tae, ¢ = Ve 


z 


so sieht man, da F(x) eine ganze transzendente Funktion ist. Mit 
Hilfe der Formeln 


=2e 
fara oe Wea nee elke 


1 1 
F(a)~-—, PIES 5 


hergeleitet werden. Sie liefern fiir die Funktion h (v) 


h(v) =0, FO oe 
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wenn man = 
ao=—azay+e 


bei beliebig kleinem positiven ¢ annimmt. Es ist also h(v) < p (v) 
fiir — = <v So Daher konvergiert die Newtonsche Reihe (17) fiir 


o> —ay. Andererseits folgt aus der Carlsonschen Ungleichung (58), 
da®B sie fiir o << — my divergiert. Sie hat also genau die Konvergenz- 
abszisse 1 = — ay. Uber die Halbebene o > —ay fihrt auch die 
erste Transformation (62) nicht hinaus. Um die analytische Fortsetzung 
von F(x) tiber die Gerade 6 = — gy zu bekommen, muf man viel- 
mehr F (%) in eine Newtonsche Reihe der Form (63) entwickeln. Deren 


Konvergenzabszisse wird A(o) — — 7” und nimmt nach — oo hin ab, 
(a0) 


wenn q@ zu Null absinkt. Wahlen wir w immer kleiner, so vermégen 
wir also allmahlich die Funktion tiber die ganze Ebene hin fortzu- 
setzen. 

Als letztes Beispiel untersuchen wir die ganze Funktion 


a®=—1 


Mit Hilfe des Stirlingschen asymptotischen Ausdrucks fiir die Gamma- 
funktion gewinnt man 


h(v)=—o _ fir Re 0 
M4 Hi 4 
n+ o)=3 
und 
plo) = 5-6 
d 2 


Aus diesen Gleichungen kann man schlieBen, dafs die Newtonsche 
Reihe (17) der Funktion F(x) fiir o> 3 konvergiert, weil fur “=F 
die Funktion «(o) den Wert Null hat. Da jedoch hier gerade der 
Fall vorliegt, daB h(v) = q(v) an den beiden Enden des Intervalls 

as 
Dy 
Konvergenzabszisse gleich $ ist. Um diese Frage zu entscheiden, 


konnen wir einen asymptotischen Ausdruck fiir die Koeffizienten der 
Reihe heranziehen. Definiert man namlich die Laguerreschen Polynome*) 
L,,(«) durch die Beziehungen 


ww. : . é 
Sa 5 ist, vermag man von vornherein nicht zu sagen, ob die 


er dq” (Gee en} 


= 9 
n! au” : los Nein 


L, (#)=1, L,,(%) = 


1) Zu den Laguerreschen Polynomen vel. beispielsweise R. Courant- 
D. Hilbert: Methoden der mathematischen Physik 1, Berlin 1924, p. 77—79; 
S. Wigert, Contributions 4 la théorie des polynomes d’Abel-Laguerre, Arkiv 
Mat. Astr. och Fys. 15 (1921), Nr. 26. 
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so zeigt sich, daB 


rare) 
2 8 / t 
_ Seve w)s 


ist. Nun treten aber die Laguerreschen Polynome auch als Ent- 
wicklungskoeffizienten der Reihenentwicklung 


auf, und die Koeffizienten dieser und ahnlicher Reihenentwicklungen 
lassen sich nach Fejér') und Perron®) sehr genau asymptotisch ab- 
schatzen. Aus der Formel (49) erhalt man dann schlieBlich fir die 
Konvergenzabszisse der Reihe (64) den Wert 4 =} und fir die ab- 
solute Konvergenzabszisse den Wert «=32; die Reihe konvergiert 
also bedingt im Streifen + <o<#. Transformiert man sie in eine 


Reihe der Gestalt (62), so ergibt sich in entsprechender Weise, daf 


1 Oe ce ‘ ra ; 4 3 Ome 
1=>— = und die absolute Konvergenzabszisse ju, = 7 


wobei 0 eine beliebige positive oder negative ganze Zahl sein kann. 
Der Abstand zwischen den beiden Geraden ist immer gleich 3, und 
wegen 4, —» — oo fiir g@—+oo kann man durch Wahl eines gentigend 
groBen @ die Konvergenzhalbebene beliebig vergroBern und so die 
Funktion in die ganze endliche Ebene fortsetzen. 


§ 7. Numerische Differentiation und Integration. 


124. Bei der numerischen Differentiation und Integration (man 
spricht auch von mechanischer Differentiation oder mechanischer 
Quadratur) handelt es sich um das Problem, die Ableitungen oder 
das Integral einer Funktion zu ermitteln, wenn man die Werte der 
Funktion lediglich fiir gewisse Werte der unabhangigen Veranderlichen 
kennt. Meist ist es dabei so, daB man iber das Differenzenschema 
der Funktion verfiigt. Wie schon friiher erwahnt, kommen derartige 
Aufgaben in den Anwendungen der Interpolationsrechnung oft vor. Um 
sie zu losen, verfahrt man gewohnlich in der Weise, daB man fiir 


*) L. Fejér, Asymptotikus értékek meghatdrozdsd4r6l, Mathematikai és 
termeszettudomanyt értesité 27 (1909), p. 1—33; Sur une méthode de Darboux, 
C. R. Acad. sc. Paris 147 (1908), p. 1040—1042. 

2) O. Perron, Uber das infinitire Verhalten der Koeffizienten einer ge- 
wissen Potenzreihe, Archiv Math. Phys. (3) 22 (1914), p. 329—340. 
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die unbekannte Funktion eine Interpolationsreihe ansetzt und diese 
gliedweise differenziert oder integriert. Die Konvergenzfrage laBt man 
dabei fast immer ganz beiseite, und hinsichtlich der auftretenden 
Koeffizienten begniigt man sich, die ersten unter ihnen numerisch aus- 
zurechnen oder aus Tafeln, in denen sie niedergelegt sind, zu ent- 
nehmen. Natiirlich bekommt man bei diesem Vorgehen kein rechtes 
Bild vom Bau der Koeffizienten und von der Natur der entstehenden 
Reihen, sondern hat im Gegenteil haufig umstandliche und wenig iiber- 
sichtliche Rechnungen auszuftihren. Wenn man hingegen das Problem 
systematisch als Problem der Differentiation und Integration von Inter- 
polationsreihen in Angriff nimmt, wie es in diesem Paragrafen ge- 
schehen soll, so zeigt sich, daf& man die Koeffizienten sehr einfach aus. 
dricken und die Konvergenzfrage vollstandig erledigen kann [40]. 
Grundlegend sind dabei unsere friiher in Kapitel 6, § 5 erzielten Er- 
gebnisse tuber Bernoullische Polynome mit lauter gleichen Spannen. 

Es sei F(a) eine Funktion, die in einer Halbebene o > « regular 
und daselbst bei positivem k der Ungleichung 


(65) | F (a)| < C ek \@! 


unterworfen ist. Wie aus den Uberlegungen am Ende des vorigen 
Paragrafen hervorgeht, laft sich dann F(a) durch eine Newton- 
sche Reihe 


ioe} 


(66) F(a +y)= BS ee Oe aS Bat ips 


Ss! 


So 


SS 


darstellen, jedenfalls, wenn 0 < w < ae ist. Bildet man die zu F (a) 


gehorige Funktion A(w), so konvergiert die Reihe fiir R(x + y) > 1(o) 
und divergiert fiir R(a# + y)<A(w). Wenn R(x) =o > A(q) ist, kon- 
vergiert also die Reihe in einer kleinen Umgebung des Punktes y= 0 
gleichmaBig in y. Daher kénnen wir gliedweise nach y differenzieren 
und finden fur y—0 


2 sti 
(67) F@) = Di(— oy (14 Ne ra ai) AF@ +o) 


oder auch, wenn wir an unsere Ergebnisse in Kapitel 6, § 5 denken, 


ein pe s+1 
Shee a Pie pa — AF(#+a); 


Ss! 
6=0 


die Konvergenzabszisse dieser Reihe ist gleich 2(«). 
Wenn wir nach der Differentiation nicht y= 0, sondern y= 
setzen und nachher 2 —q statt x schreiben, erhalten wir die noch 


Norlund, Differenzenrechnung. 16 
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einfacher gebaute Reihe 


(68) F' (x)= 


ebenfalls mit der Konvergenzabszisse (a). 

Mittels der letzten drei Formeln wird die erste Ableitung F’(2) 
der Funktion F(a) durch die Differenzen von F(x) ausgedriickt. Wtnschen 
wir die hdheren Ableitungen, so brauchen wir nur die Formel (Kap. 6, 


§ 5, (86)) 


@ 


a" See ee (s+1) (¥ 
(69) dy" [(y = w) (y a 2m) OF a (y a oS «) | == Ge Ga mi Bem ee 
zu beriicksichtigen. Nach den beiden fiir die erste Ableitung benutzten 
Verfahren bekommen wir einmal 


of Bie. stn 


(20) Fra == >! -AF@+o) (6 >4(o)) 


und wegen 


s! 


(s+n+1) ee ‘s+n) 
B, (i)= cg B, 
weiter 
o 8 p(stn) 
(71) PO heey \) eee aE (a) (o > A(o)). 
; _ s!(s+7) oe ‘ ‘ 
= 
Damit sind wir zur Losung des in Kap. 1, §3 und Kap. 6, § 4 
erwahnten Problems, Ableitungen durch Differenzen darzustellen, gelangt. 


Fiir die mechanische Quadratur ergeben sich aus (66) die Formeln 


Z+w 
1 ST Ons 
(72) es [r (z) ile == Ds 8 ISS eG ob w), 
iS 5=0 o 


Auch die hier auftretenden Reihen sind in der Halbebene o > 4 (@) kon- 
vergent. Benotigen wir das Integral tiber eine Strecke von der Lange 1, 
so wenden wir die Formeln m-mal an. Wir teilen die Strecke in m 
gleiche Teile, setzen also 1—= mm, tragen in (72) und (73) nachein- 
ander «,“-+-w,...,%-+(m—1)q@ ein und addieren die derart gefun- 
denen Gleichungen. So entstehen die Relationen 
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e+ mo 


[re Ag o SIFE+ $0) 


x 


-, wo B'S) (s—1 s-1 
ee ee (AF @ +m +o) —A Fe +o, 


s=l 


Bz) dze= 
w[5h(@)4+ F(@+o)+---+F(e@+(m—1)0)+iF («t+ mo)] 
no ot Ba 1) Ai 
ED ae TAF @) — AF (e +mo)p 


Die letzte von ihnen wurde von Laplace in seiner Mécanique céleste [8] 
aufgestellt, wenn auch ohne Konvergenzuntersuchung. 

Auch Formeln fiir mehrfache Integrale konnen wir leicht her. 
leiten. Wir sehen also, daB wir bei Kenntnis der Differenzen einer 
Funktion nicht nur den Verlauf der Funktion selbst, sondern auch den 
threr Ableitungen und Integrale vollstandig beherrschen. 


125. Die bisher erhaltenen Beziehungen sind nicht nur von 
praktischer Bedeutung; sie liefern auch theoretisch belangreiche Er- 


gebnisse. Setzt man z. B.in (70) oder (71) F (a) = - so ergibt sich 


n 


A 2 s , Al ail 
eine Fakultatenreihe fir : 


Ss 


ewe eg Eas 
=> J eenerne -(%-++s-+n) ’ 


welche in der Halbebene o > 0 konvergiert. Aus denselben Formeln 
entflieBen fiir F (aw) —= W(a~) folgende Fakultatenreihen fur die Ableitungen 
yp”) (x) von W(x), bei denen o > 0 vorausgesetzt ist: 


1)§ (° non ae 
(n) n- 
va (x)= (= 1) in = 1) es SRTy (2). -(@--s—n)’ 


ie (s+n) 
oA ec Led | plete 


wy (a) = (—1)"-1n! >! ee : 


sin (el)? -@+stn—1)" 


s=0 


Eine interessante Reihe flr W(x) selbst bekommen wir, wenn 
wir in (68) F(a) =logJ («) wahlen. Sie lautet 
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beispielsweise wird also 


(—1 jie ‘ 


C= -S5 ——___ /\ log 1s 


Als letzte Anwendung der Differentationsformeln wollen wir erwahnen, 
da® wir vermége der Gleichung (71) bei F(x) = (1 + #)"-1 und |t#|<1 
zu der Relation 


t 


(ee 


gelangen kénnen, die ein Spezialfall der am Schlusse von 77 in Kap. 6, 


: (log (1+?#))* . 
§ 5 angefiihrten Reihenentwicklung der Funktion i a eat} ist und 
noch unmittelbarer durch Differentiation nach 2 in der Formel (50) 
von § 5 entsteht. 


Auch mit Hilfe der Integrationsformeln (72) und (73) lassen sich 


bemerkenswerte Entwicklungen gewinnen; z. B. findet man fiir F(a) = 


1 . (yt Be 
belts) =D Grn@rqnety 


1 1 1 aah dae 1 
log (1+) =5 Da (x +1) 3 re Ce arcane 


oder fir F(x) = Y (2) 


(—1)* BY) 1 
P(x) log x e+ SER CE SN CHS SCENT 


1 A (—1)* BE») 1 
sh fa A arly pret oer et arg Ss er REE ASA 


$=2 


Alle vier Darstellungen sind in der Halbebene o > 0 giiltig, die 
letzten beiden liefern fiir 41 Reihen fiir die Eulersche Konstante. 


126. Neben der Newtonschen Reihe sind zur numerischen Diffe- 
rentiation und Integration auch die Stirlingsche und Besselsche Reihe 
geeignet. Um sie benutzen zu kénnen, mu man voraussetzen, daB 


F (x) eine ganze Funktion ist, die in der ganzen Ebene der Bedingung (65) 
genugt. Wahlt man dann 


miny(v) log (8+2yV2) 


so konvergieren die Stirlingsche und die Besselsche Reihe 
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(A) Fe + 7) = 5 Pee ee K re — sa) 
+See Oo anya ise 24) = sae (s + 1) @) 
@sa 0) oO ‘ 


28 
_ @s)! AN] Fes 0) 
\2 Be 1\2 
2 (N= C)) (6-H) a 
+y ua gen a A F(a — sw) 
roar (2s+1)! Fs 


in der ganzen Ebene. Differenzieren wir in ihnen nach y und ziehen 
wir fir die Ableitungen der vorkommenden Faktoriellen an der Stelle 
y = 0 einige aus (69) herleitbare Formeln, z. B. 


ape 2 2 2s+1-n (25+ 1)! (28-+2) 
(76) aya — Ge) (4S ? 0*)) = =(¢ ) Geile n? 


sowie die alten Ergebnisse tiber die D\” aus Kapitel 6, § 5 heran, so 
erhalten wir Reihen fur die Ableitungen von F(x) in den Punkten x 


und «+ 5? namlich aus der Stirlingschen Formel 


E Dest?” 2542 n— 
(77 ee CRY Spite a ws Pena 


=0 @sy @ (a) 


c) 


28 Destin) aetan 


(78) Fem(c) =2n 3) ($) “go A Fe —(s+n)0) 
und aus der Besselschen Formel 
Dest2n+) oeon 


(79) Fen (x 4 y) ESvIC jee Oat A VF(«@—(stn)o), 


s=0 @ (a) 


, oo \ 
(80) Fen) (e+ 3) 
OE sey 28+2n+1 
8 


(@n+1))/ () warmer A F(e—(s+n)o). 


wo 
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Besonders einfach sind natiirlich die Reihen fiir die ersten Ableitungen; ’ 
sie lauten 


(s!) 28s4+1 


(81) F'@ =S/(-1fo" GF AVE@—6+1)a), 


2 F vee 23+1 
(92) Fle +3) —(-0'(G) gaa agi 4 FO—se). 


8s=0 


Wir wollen noch anmerken, da man die unmittelbar aus der 
Besselschen Reihe fiir y= entspringende Gleichung 


@a) (e+ 9) —S Cy Gy eg oe avr e— so) 


ao @ 
mit Vorteil zur Halbierung eines Tafelintervalles oder allgemeiner zur 
Herstellung einer Tafel mit dem Intervall < benutzt. 


Fir die numerische Integration kommen die Formeln 


pi 
1 ; Sly es Vina 

(84) 1[reae=-- 38) asi on le 
“s 
Z+ow 


Mel: a 


(85) Lear (Shee AT Fle san 


oO @w 


x 


in Betracht. Beispielsweise entflieBen aus den Stirlingschen Reihen 
Siac eee 


fiir und cos wz und der Besselschen Reihe fiir sinzz (vgl. § 3 und 4). 


die Formeln 


stl ph ae 1) 


BReIWary 


we 
2 
1) 
See 
(es oi op <p Ge 
0 


Se) 


19) pes De) 
+ Bsa ’ 
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Wenn die Funktion F(x) nicht den Bedingungen geniigt, die wir 
ihr jeweils auferlegt haben, divergieren die in diesem Paragrafen auf. 
gestellten Reihen in x und @. Aber auch dann koénnen sie bei numeri- 
schen Rechnungen vorztigliche Dienste leisten, wenn sich die Funktion 
F(x) in dem gerade in Frage kommenden Intervall angenahert wie 
ein Polynom verhalt. In diesem Falle nehmen die Differenzen zunachst 
stark ab, sodafs die ersten Glieder der Reihen eine gute Annaherung 
hefern. 


§ 8. Anwendung der Interpolationsreihen auf das 
Summationsproblem. 


127. Schon in § 2 haben wir hervorgehoben, dafi die Interpolations- 
reihen von Bedeutung fiir die Losung von Differenzengleichungen sind. 
Um dies naher zu erlautern, wollen wir jetzt von einigen Anwendungen 
dieser Reihen auf das Summationsproblem reden [37]. 

Zunachst befassen wir uns dabei mit der Newtonschen Reihe. 
Wenn die Funktion w(x) bei beliebig kleinem positiven ¢ in der 
Halbebene o >} + ¢ regular ist und dort der Ungleichung 


(86) | p(x) | & Cpriole 


genugt, so wissen wir, dai die Summe 


war Qe ty) = a8 in derselben Halbebene existiert und der Wachstums- 


beschrankung 
(87) | F(a |) | < C,e**?!*' 

g2 
unterworfen ist. Nehmen wir, wie im folgenden durchweg, 0 << w < ae 


so muB sich also F(x|q@) vermége der Formel 


ED) =a ard 
(8) Fe ty) =F) +S Are 


in die Newtonsche Reihe 


(89) F(«+y|0)=F(e|) sag ne onset) | Av) 


entwickeln lassen. Diese ist fiir (a+ y) > 6 konvergent und, wenn 
die Funktion g(x) fiir b —e <<o <b-+e nicht mehr regular ist oder 


(93) 
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~— 


dort fiir kein R mehr der Bedingung (86) gehorcht, fir R(#-+ y) <b 
divergent. 


Wahlen wir insbesondere y = 2 sO gewinnen wir wegen 
A F(@|2o) = G («| @) 


folgende fiir o > b — e konvergente Entwicklung der Wechselsumme: 


(90) (x|$) = (9) (GPE Ae. 


s=0 


Bei ihr kOnnen im Inneren des Konvergenzgebiets, namlich im Streifen 


b — 5 <o<b, singulare Punkte der dargestellten Funktion legen. 


Fur y= — 5 ergibt sich bel o > b+5 ahnlich 
- 81.315 (tee 

os cle —3|3)= LAS 1)" ie ora 2A 9 (@). 
s=0 


Eine andere Reihenentwicklung fiir die Summe F(x | q@) entsteht, 
wenn wir die durch Differentiation der Beziehung (88) nach y herleit- 
bare Gleichung 


2 (vy — @) (y—sq@) fl i} 4} +4 
Sige SLi ae a 


—@ y—s@ 


benttzen. Tragen wir namlich statt F(x) das Integral iber die Summe, 
also 
ax 
(92) J F(z|o)d 
a 
ein, so erhalten wir 


F(e-+y\o) = Sea Ga sel tt | nt +s Are. 


V.— 


Dabei haben wir wie friher 
x 
(94) f(«) = J p@)az 


gesetzt; Konvergenz ist wieder fiir 9t(x + y) > b vorhanden. 
Besonders einfach gestaltet sich natiirlich der Fall y= 0. Er fihrt 
zu der Darstellung 


(95) Fe|o)= S'S or Ar® > 2), 
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die durch Differenzenbildung unter Beriicksichtigung der Gleichung (68) 
leicht unmittelbar zu bestatigen ist. Fiir y= — q entspringt unter der 
Voraussetzung o > b-+ @ die andere Formel 


Cea he o)a)= > (aie. +4) o Are) 
s= 0 oO 
Gras Pre 


a Oe 


128. Will man die Stirlingsche oder die Besselsche Reihe in An- 
wendung bringen, so muf man voraussetzen, da g(x) eine ganze 
Funktion ist, fiir welche die Ungleichung (86) besteht. Dann existiert 


F(«|w) bei Ow < as fur alle « und befriedigt die Ungleichung (87). 


: log (3 +22 ; 
Nehmen wir 0< ow < Sete) so k6nnen wir also die am Schlusse 


des vorigen Paragrafen angefiihrten Entwicklungen benutzen. Z. B. 


finden wir aus (82), wenn wir das Integral (92) tiber F(a|q@) ein- 
tragen, die Darstellung 


(97) F(v+$|o)= EK CO. Oe Af ese), 


s=0) 


in der f(x) das Integral (94) bedeutet. Hingegen ergibt sich fiir 
a 
nh F(z|2q@) dz 
a 
statt F(a) aus (81) die Reihe 
(ora ( sy? 2 
(98) F(«|2) =») (— 1)* w28 sic Atle (s+ 1)@), 


aus der durch Anwendung der Operationen YY und A die Gleichungen 


oO (an) 


(99) F(«|w) =»? (— 1)" ot EAT He — | OR seated: 


© ne dent 
(100) G(«#|o)= ie 1) oP oar Eee (SF 1) w) 
0 


eS 


hergeleitet werden konnen. Unmittelbar kommen wir zu Reihen fur 
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G(«x|w), wenn wir in (83) G(«|q@) einfihren. Dann folgt 


Sey ee! 
s=0 


(101) G(2#+2 


@ 


und hieraus durch Differenzenbildung 


a 


(102) G(2+2]o)= («4 5 


g+1 2s+11-38-5---(2s— 
a So 4 (5 ) DAs OES 


12 eet 


A p(a—soa). 


ao 


Die Eintragung von F(x|q@) in (83) liefert wegen 


F(z+$|o) —VF(@|o)=36 (2/3) —F9(2) 


die Beziehung 


(103) G (a | S) =o i 


26-11-3-5---(2s—1 Beas 


oO (a) 


Eine ahnliche Formel ist 
(104) G(|5)=o(e—§) 


ge 25-1 
+5 a MS). ae Qs = BS Dee) 


Unter den ausgesprochenen Bedingungen sind die angefiihrten 
Entwicklungen fiir alle Werte von x konvergent. Ubrigens vermag man 
auch dann, wenn @ komplex ist, die Konvergenzuntersuchung ohne 
Miuhe durchzufiihren; insbesondere konvergieren die Reihen bestandig 
in w, wenn k = 0 ist. 


129. An Beispielen erwahnen wir die folgenden. Aus (89) und 
(93) bekommt man Darstellungen der Bernoullischen Polynome: 


v—1 
s 


B, (at yy) ao Beye eS ee ee 


a (s+ 1)! 
B.(e +9) = 3) 25 y(y — 1) Creep anes ae i 
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die natiirlich als Sonderfalle in den allgemeinen Formeln von § 5 in 
Kapitel 6 enthalten sind. 

Fur (2) == ergeben sich aus (89) und (93) zwei Reihen fiir 
die Funktion ¥ (a): 


ley vee “y= $s) 

eras = Ae Peers, (e+)? 
~~ eee 1 1 Ik 
Dey) = = ¥(y Ler y—s)(= aie gta gimme 
= +I! zl ai =r 


welche beide fiir # (a + y) > 0, R(x) > O konvergent sind. Der Sonder- 
fall yO der zweiten Formel ist uns schon in § 7 begegnet. Die 
erste Reihe kann man nach Belieben entweder als Newtonsche Reihe 
in y oder als Fakultatenreihe in # auffassen. Fiir x = 1 ist sie in der 
. Gestalt 


Fy)=—c+ S907) @m>9) 
s=0 


von Stern’) aufgestellt worden. 
Die Annahme g(x) = log in der Gleichung (89) fithrt zu der 
Beziehung j 


log P(e + y) = log I'(a) + 7 29H D8 9 A toga, 


s=0 


welche fir R(w+ y)>0, R(x) >O giltig ist. Die Reihe fur den 
Spezialfall 2 = 1 


foo} 


logI(y)= DS) (%F1)Alogt — (By) > 0) 


3=0 


findet man bei Hermite [6]. 
Aus den Gleichungen (90) und (91) lassen sich Reihen fiir g(a) 
und fiir logy (x) gewinnen, z. B. 


[Orel Sehrees = t) eat 
BOS eee (+25) isin dl 


und 


tal 1.395.425 41) 2, 
6@)=2 Si@thet+)~- etree) (o > 0). 


1) M, A. Stern, Zur Theorie der Eulerschen Integrale, Géttinger Studien 
1847, p. 283—3820, insb. p. 319—320. 
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Die Beziehungen (97), (98) und (99) liefern, wenn man f (w) = %” setzt, 
folzende Entwicklungen der Bernoullischen Polynome: 


Ee 
1 1 1356 7 (2s) ae ee y 
B(2+9) = 928  2.4.6.--2s IE Oe sy 
s= 
a4 
2 Si 5 (siye 28 ; 
ness (eat eo ee 
s=0 
s<y at 
Ss Nees 
B= (1g Ave — 9 
$= 


Darstellungen der Eulerschen Polynome entstehen aus (100), (101), 
(102), (103) und (104), z. B. 


P< 
= ree Ch) ll eee yi 
(22 pt Wate Ora a7 ( 1) (2s+1)! ZS (x a oak 1) o 
i 
1 (= Det-325- 5 » 
Ele +3)=d 928 2.4.6. (C5) 
s< 


bs eg (—1)**71-8-5---(2s—1)*8*# S 
E, (2 +5) =(2+3) + > pit Co ee 
0 


Die letzte Formel wurde fiir «= — 4 von Laplace [4] gefunden. 


130. In diesem Zusammenhang wollen wir noch eine andere 
Reihenentwicklung der Wechselsumme G (x|q@) erwahnen, auf welche 
man durch Heranziehung der Eulerschen Transformation st6Bt. Mit 


geringfugiger Abanderung der friiheren Bezeichnungen definieren wir 
die Wechselsumme durch den Grenzwert 


ON = = imesh ate (7 + sa) 
(Qed ee) 
und setzen voraus, daB die rechtsstehende Reihe fiir 0 =< @ <1 kon- 
vergiert. Dann konnen wir auf diese Reihe die Eulersche Transformation 
anwenden, durch welche eine im Kreise | x |< 1 konvergente Potenzreihe 
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oo 
S s 
= a, xv 


_ <1, also insbesondere bei —1 <a < 0, in die Reihe 


- 55 ae Pa Lee (*) a 


bei |= 


umgestaltet wird. Dadurch bekommen wir fiir 0 <9 <1 


loo) 


(105) J x + so) eee 


=0 


o> 8 


LA @ (x); 


Mi = ois oO 


gehen wir hierin zur Grenze @—+1 iiber, so entsteht, da die linke 
Seite nach Voraussetzung gegen }G(#|«) strebt, die Gleichung 


&§ 


(106) Se@ve= S- (2) dee), 


wofern die rechtsstehende Reihe konvergiert. Demnach existiert die 
Wechselsumme stets, wenn die in (106) auftretende Rethe konvergent 1st. 

Durch Ausrechnung des Restgliedes vermag man einen einfachen 
Sonderfall anzugeben, in dem die Konvergenz sicher vorhanden ist. 


Durch Multiplikation von (105) mit sail findet man namlich bei 
; ni. 


i 
V2.0 <1 


ae e@) 8 SY _4y99 | 
2 (-Ve'e@tso)= 7 zo <' DECAL OLE a) 


und allgemeiner durch n-malige Anwendung dieser Operation 


lee «% + sa) 
s(0) 
= ~ 
2 Isis ge A (2) (—1)" as ( iyo A p(a+so). 
R=0) (ee oy o el aa) aa o o) ; 


LaBt man 0 nach 1 gehen, so kommt die gewtinschte Relation 


n= 


(107) § o@)ve= 31 (—1)'(§)’ Ave) +(-"(9)"S A weve. 


s=0 


Unter anderen Voraussetzungen und auf anderem Wege, namlich durch 
partielle Summation, sind wir bereits in Kapitel 7, § 7 zu dieser 
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Gleichung gelangt. Sie lehrt, daB die Wechselsumme dann existiert, 
wenn bei geniigend grobem n die Rethe 


oO 


S(-1) Age +so) 


3=0 


honvergiert. Ist z. B. w(x) a”, so braucht man nur m>¥v zu 
nehmen, um die folgende Darstellung des Eulerschen Polynoms zu 
erhalten: 


ye 


§ 
s=0 2 


Ein Beispiel fir die Formel (106) haben wir schon am SchluS 
von Kapitel 7 in der Fakultatenreihe fiir die Funktion g (x) 


lec 


g(x) = SS} (3) s! 


x(x#+1)---(#+s) 


s=0 


kennengelernt. Ein anderes Beispiel ist die fiir (x)= logax ent- 
springende Reihe 


/ et C0 ae 
log y («) 7m SF A log x, 
welche fiir x—1 die Gleichung 
Ae ee She aa 
O§ ae a = 98 0g 


hefert. 

Bei der Herleitung der Gleichung (106) haben wir vorausgesetzt, 
dafs die Reihe auf der linken Seite der Gleichung (105) fir O<@<1 
konvergiert. Wir wollen anmerken, dai diese Annahme nicht notig 
ist. Wenn die Funktion (#) den Bedingungen gentgt, die wir ihr am 
Anfang dieses Paragrafen auferlegt haben, so gilt die Gleichung (106) fiir 
jeden Wert von a, der keine singulare Stelle der Funktion G (x | a) ist. 


131, Fur die Wechselsummen hoherer Ordnung besteht eine ahn- 
liche Entwicklung wie (106). Durch n-malige Anwendung der Euler- 
schen Transformation findet man 


nv 


( 108) S Y (a) JT «#£= a= L)siters tan ee By. eae ‘ated * (2) 


1 **° On $1 Sn 


wofern die Reihe auf der rechten Seite konvergiert; zu summieren 
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ist dabei uber alle nichtnegativen ganzzahligen s,,...,s,. Die Wechsel- 
summe 


5 y (a) Te 


Oy On 


existiert also immer, wenn die in (108) auftretende Reihe konvergent ist. 
Z. B. gewinnt man fiir g(x) =a” 


P , a @w,\51 On Sn Sitters +8n 
Fg SS ue OCR 


wobei die Summation tiber alle ganzzahligen nichtnegativen s,,..., 5 
BO CeSyhe tore Sere Ys lait, 

Auch hier kann man durch Untersuchung des Restglieds schlreBen, 
daB die Wechselsumme existiert, wenn fiir geniigend groBes p die Rethe 


n 


D(aaatrte A pe + 9) 


Oy *** Op 


konvergent 1st. 


Neuntes Kapitel. 


Fakultadtenreihen. 


132. In den Beispielen der letzten beiden Kapitel sind uns schon 
mehrfach Fakultatenreihen, d.h. Reihen von der Form 


ae. 4 As + 1s! 
(1) Q (a) = a) Pineal) iar 
$= 
begegnet, wobei a,, @,, @,,--. von x unabhangige GroBen bezeichnen, 


Derartige Reihen sind in erster Linie fiir das Studium der Diffe- 
renzengleichungen von der allergroBten Bedeutung; sie vertreten 
dort geradezu die Stelle, welche bei den Differentialgleichungen die 
Potenzreihen einnehmen. Aber auch sonst gewadhren die Fakultaten- 
reihen in mannigfacher Hinsicht betrachtliches Interesse. Beispiels- 
weise stehen sie in enger Beziehung zur Borelschen exponentiellen 
Summationsmethode und sind von Nutzen bei der Untersuchung des 
Verhaltens von Funktionen in der Umgebung singularer Punkte. Ferner 
konnen z. B, die von Poincaré bei seinen Untersuchungen tber die 
irregularen Integrale linearer Differentialgleichungen angewandten diver- 
genten Potenzreihen mit demselben Erfolge durch konvergente Fakul- 
tatenreihen ersetzt werden. 

Wiewohl die Fakultatenreihen schon lange bekannt sind — bereits 
Newton und Stirling haben sich mit ihnen beschaftigt, und um die 
Mitte des 19. Jahrhunderts hat Schlomilch fro, 11, r2] ihren Zusammen- 
hang mit gewissen bestimmten Integralen erkannt —, ist doch erst in 
allerjingster Zeit nach Vorarbeiten von Jensen [1, 2], Pincherle [38, 39, 
43,47, 52, 53,55] und Nielsen [2, 3, 4, 5, 6,9, 11,12] durch Landau [2] eine 
sichere Grundlage fiir ihre Theorie geschaffen worden. Seitdem sind 
vor allem Untersuchungen von H.Bohr [r, 2] tber Summierbarkeit, ferner 
uber analytische Iortsetzung der durch die Reihe definierten Funktion 
und uber Darstellbarkeit von Funktionen durch Fakultatenreihen [16, 
17, 18, 20] neu hinzugekommen. 

Wir wollen jetzt in aller Kiirze von den wichtigsten Ergebnissen 
uber diese Reihen berichten. Das Hauptgewicht legen wir dabei 
naturlich auf die fiir spatere Anwendungen notigen Dinge. 
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§ 1. Die Fakultatenreihe in der Konvergenzhalbebene. 
Integraldarstellungen. 


183. Zunachst nehmen wir der Einfachheit halber an, daf das 
konstante Glied a, der Fakultatenreihe gleich Null, diese selbst also 
von der Gestalt 


co 


(2) Q(«)= » Gg.) 8! 


Pe u(e+1)---(@+s) 


ist. Ahnlich wie bei einer Newtonschen Reihe ist das Konvergenz- 
gebiet eine Halbebene o > 4 mit AusschluB der etwa in ihr gelegenen 
unter den Punkten 0, —1, — 2,..., links begrenzt von der Konvergenz- 
geraden o =A, und das Gebiet absoluter Konvergenz eine Halbebene 
o>, wobei w den Bedingungen 1< wu <4+1 unterworfen ist. 
Die Konvergenzabszisse 4 finden wir auf folgende Weise. Setzt man 


n o 
log | 33 Ast 4 | log 23 As4 4 
. : = . — 1 
(3) 2% = lim sup — aa : 2* — lim sup 7 uae 2S 
n>n eae n> ow og 1 


so ist A= x, wenn »’a,,, divergiert, also 4 > 0 ist, hingegen 1 = x*, 
s=0 


les} 
wenn ‘Ja,,, konvergiert, also 4 <0 ist. Fir eine spatere Anwendung 
s=0 
in Kap. 12, § 2 wollen wir anmerken, daf aus der hiernach giiltigen 
Abschatzung 


n 
| | 
| | - r Alte 
Pe Grey OK” , 
s=0 


in der 2’ die groBere der beiden Zahlen 0 und 7 bedeutet, unter 
Heranziehung des Gaufschen Produkts fiir die Gammafunktion die 
Ungleichung 


(VW+etl)Vtet 2): a (Cee £ + 2) 


n! 


n 
(4) | /4,41| <M 
s=0 
folgt. 
Bereits nach unseren bisherigen Ergebnissen wird man _ eine 
gewisse formale Analogie zwischen der Reihe (2) und der Newton. 


schen Reihe bs 
s xa—l 
i ( 1) Ae44 ( s ) 
0) 


vermuten. Diese besteht in der Tat und erstreckt sich auBerdem auch 
auf die Dirichletsche Reihe 
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Landau [2] hat gezeigt, daB die drei Reihen mit etwaigem Aus- 
schluB der Punkte 0, —1, —2,... und1, 2,... gleichzeitig konvergent 
oder divergent sind, und H. Bohr [r] hat einen entsprechenden Satz 
fiir die Summabilitat der Reihen durch arithmetische Mittel bewiesen. 
Die Analogie reicht noch weiter und liefe sich auch fur viele unserer 
spateren Betrachtungen verfolgen; doch werden wir darauf nicht 
eingehen. 


134, GleichmaBig konvergent ist die Reihe (2) (mach AusschluB 
kleiner Umgebungen der Punkte 0, —1, — 2, ...) in jedem von einem 
Konvergenzpunkte x, ausstrahlenden Winkelraum @ (Fig. 31), charakteri- 
siert durch 


, — +7 <arc(@—a)<S5-4 (y>0), 


ferner auch in der Halbebene o>A-+¢e 
(Fig. 832) bei beliebig kleinem positiven e. 
Dieses Ergebnis findet man mit Hilfe der 
Abelschen Transformation in einer der bel- 
den in § 1 des vorigen Kapitels benutzten 
Formen. In den Anwendungen kommt be- 
sonders oft die durch diese Transformation 
entstehende Reihe 


ss S! (a, + 4g ++++ +4544) 
(5) = a @ +1) @+2)---@+s+1) 
Fig. 31. Fig. 32. vor, welche fiir o >’ = Max (4,0) absolut 
konvergiert. 


Die Fakultatenreihe (2) stellt also eine im Inneren der Konvergenz- 
halbebene regulare analytische Funktion Q(x) dar, allenfalls mit Aus- 


nahme der Punkie 0, —1, —2,..., die Pole oder auch regulare 
Punkte sind, wofern sie im Inneren der Konvergenzhalbebene liegen. 
Wenn insbesondere 4 = — oo ist, die Fakultatenreihe also bestandig 


konvergiert, ist die Funktion Q(x) meromorf. Liegt auf der Konver- 
genzgeraden ein Konvergenzpunkt a,, so ist fiir ihn bei Annaherung 
im Winkelraum # ein Grenzwert der Funktion vorhanden und gleich 
der Reihensumme. 


135. Der unendlich ferne Punkt ist im allgemeinen eine wesent- 
lich singulare Stelle fiir Q(x). Aus der GleichmaBigkeit der Kon- 
vergenz der Reihe (2) in der Halbebene 6 >4-+ ¢ geht jedoch her- 
vor, daB Q(x) gleichmafig gegen Null strebt, wenn x in ihr nach 
Unendlich wandert. Genauer ergeben sich sogar die Gleichungen 
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ee ax Q (a) =a, 
%|—>o 
(6) i" (% + 1) (2 () — a,) = ay-1!, 


und allgemein ist, wenn 


n-1 


: ! ; 
(7) Q (x) = SE canes + R, (a) 


gesetzt wird, 


(8) : limon"? Re (@) ea 
|u| >a 

In der Halbebene 6 > 1~+-« bleibt also (nach AusschluB kleiner 
Umgebungen der Punkte 0, —1, —2,...) die GroéBe |a™+1R (x)| 
kleiner als eine Konstante. Diese belangreiche Tatsache zeigt, daf 
die Fakultdtenrethe in der Halbebene o >i -+-¢€ mit beliebiger Genauig- 
keit das Verhalten der durch sie dargestellten Funktion bet Annaherung 
an den unendlich fernen Punkt erkennen laBt. Hierdurch wird bei- 
spielsweise die Untersuchung des asymptotischen Verhaltens der 
Losungen von Differenzengleichungen ermoglicht. Allgemeiner beruht 
auf der Gleichung (8) iiberhaupt die Anwendbarkeit der Fakultatenreihen 
zum Studium von Funktionen in der Umgebung singularer Punkte. 
Die Fakultatenreihe ist hierbei insofern der Potenzreihe wesentlich tiber- 
legen, als sie eine Darstellung der Funktion lefert, die konvergent 
bleibt, wenn man sich dem durch eine geeignete Transformation ins 
Unendliche zu verlegenden singularen Punkt in einem gewissen von 
ihm ausstrahlenden Winkelraum nahert. 

Weiterhin lehrt die Gleichung (8), daB die Funktion (x) in 
der Halbebene 6 >A-—+« jeden Wert nur endlich oft annimmt. Auch 
koOnnen wir aus ihr schlieBen, da& die Entwicklung in eine Fakultaten- 
reihe eindeutig ist. 


136. Aus der Gleichung (6) laBt sich entnehmen, daf Q (x) in der 
Halbebene o >4-+-¢, o > 0 von der Form 


(9) O@)=2+ 595 
ist, wobei » (x) eine in o>/-|-¢, o > regulare und beschrankte Funktion 


bedeutet. Benutzen wir diese Gleichung zur Abschatzung, so gewinnen 
wir mit Hilfe des Cauchyschen Integralsatzes die Integraldarstellung 


(10) Q(x) = f eS" H(é)dé. 
: 0 
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Dabei ist 
ytin 
Ee 1 
(11) H (é) = sh [et O@)ae 
Pe 


unter y eine beliebige Zahl groBer als i verstanden. Die Sub- 
stitution e-5 = ¢ fiihrt zu der anderen Integraldarstellung 


it 
(12) Q(x) = J t#-1 p(t) at 
0 
mit 
1 
(13) p(t) =H (log ey 
yin ‘ P: 
az) 7 O@)dz = Daas (1-4 
y—-to s=0 


Das Integral fiir q (¢) ist bei 0 <¢< 1 konvergent, wenn auch nicht 
absolut. Mit Hilfe der Gleichung 


ao 


tLe (2) =D) (a, + a, cmehgele A434) (1 cs t)’ 


$=0 


erkennt man, dafi die Funktion ¢—!  (¢) im Inneren des Kreises |#—1 =1 
regular und auf ihm selbst von endlicher Ordnung ist. Als Ordnung 
einer durch eine Potenzreihe 


fo 0) 


f(2= ey wee 


n=0 


mit dem Konvergenzradius 1 definierten Funktion f(#) auf dem 
Kreise |w == 1 bezeichnen wir dabei mit Hadamard?) die GroBe 

; log | | 

k= lm sup BOS ead 

n>K, 


log x 


Genauer ist die Ordnung k von ¢~!q(¢) auf dem Kreise |¢— 1) =1 
fiir k >1 gleich 2+ 1 und fiir k <1 nicht kleiner als 4 +1. Um- 
gekehrt kann man aus der Kenntnis der Ordnung von {-'!  (¢) Schliisse 
auf die Konvergenzabszisse ziehen. . 

Das Konvergenzgebiet eines Integrals von der Form (12) ist nach 
Phragmén [1], Lerch [6] und Pincherle [47] ebenfalls eine Halbebene, 


*) J. Hadamard, Essai sur l'étude de fonctions données par leur développement 
de Taylor, J. math. pures appl. (4) 8 (1892), p. 101—186. 
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wobei die Konvergenzabszisse groBer, gleich oder kleiner sein kann 
als bei der entsprechenden Fakultatenreihe. 


187. Beispiele ftir derartige Integraldarstellungen sind die aus 
dem Gaufschen Integral fiir W(x) entspringende Gleichung 


iste (Oy a eae : 
Vey) — ¥(e)— fee "ae Ge >0, R@+y)>0) 
und die ahnliche fiir g (x) 
fr 


Die zugehorigen Fakultatenreihen lauten, wie wir aus Kapitel 7, § 7 
und Kapitel 8, § 8 wissen, 


Wie + y) — W(x) = Vel)’ ACE aves ViE-*S)} (R(x Hie y) > 0) 


ast) x (a + Thre Ss 
s= 


und 
Sys A) 
NG Ke veseogyes (+s)? 


die letzte konvergiert in der ganzen Ebene mit Ausnahme der 
Pole 0, —1, —2,..., wahrend das Integral nur in der Halbebene o > 0 
konvergent ist. 

Noch einfacher ist das Beispiel 


= f ie-e-1dt (6 > R(@). 


Hier ruhrt die entsprechende Fakultatenreihe 


> BE*Y (ee +s) 


1 rae : «(«+1) ees 5 i's © 
tee ee (a ey: els + 1) (2)! el (ae 1). (e4-s)’ 
welche fiir o > 9(«) absolut konvergiert, von Stirling [2] her. Durch 


Differentiation nach @ bekommt man die Reihe 
Bethy (ce ai s) 
s—n = : 
a= (*) a(e-+1)---(%+5s) (6 = R («)); 


auch durch Differenzenbildung ergeben sich interessante Reihen. 


— &) 
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iw) 
(op) 
bo 


§ 2. Analytische Fortsetzung der durch eine 
Fakultatenreihe definierten Funktion. 


138. Fir die analytische Fortsetzung der durch eine Fakultaten- 
reihe (2) dargestellen Funktion Q(#) tiber die Konvergenzgerade o = 4 
hinaus kommen dieselben beiden linearen Transformationen wie bei 
der Newtonschen Reihe in Frage. Am raschesten gelangt man mit 
Hilfe der Integraldarstellung (12) zu den entsprechenden Entwicklungen. 
Bringt man namlich erstens (12) in die Form 


—o 


entwickelt dann ¢ °q@(¢) nach Potenzen von (1—#) und _integriert 
gliedweise, so erhalt man 


/ bs 1S! 
(14) Q (x)= PO cscers G@totl) --: (@Lo+s) 


mit 


(15) 6,4,=@44+ (°) a, a) PE a eo eee 


s 


Schreibt man zweitens in (12) t? statt £, wobei @ eine positive 
Zahl groBer als 1 bedeutet, so entsteht zunachst 


= 


und hieraus, wenn man (t”) nach Potenzen von (1—¢) entwickelt 
und ghedweise integriert, 


(OW Gee ‘ Cs4y S! 
(16) £2 (2) este aes, 


Beide Ergebnisse konnen unter Vermeidung der  Integraldar. 
stellung durch Benutzung von Doppelreihen auch unmittelbar bestatigt 
werden. 

Betrachten wir zunachst die Reihe (14). Durch Untersuchung der 
Ordnung von ie a: p(t) auf dem Kreise |¢ — 1 | == 1 findet man, daf 
die Reihe bei R(g) > 0 fiir o > 2’, bei R(e) < 0 fiir o > W’ — R(e) kon- 
vergiert. Fur @=1 stoBt man wieder auf die Gleichung (5). Die durch (14) 
angezeigte Transformation der Reihe (2) erweist sich bei vielen Ge- 
legenheiten als sehr niitzlich. Z.B. werden wir in Kapitel 12 ftir O 
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die im allgemeinen komplexen Wurzeln einer gewissen algebraischen 
Gleichung einsetzen. Ferner kann mit Hilfe der Relation (14) die 
Ableitung einer Fakultatenreihe wieder als Fakultatenreihe geschrieben 
werden. Bildet man namlich die. Differenz A Q(x) und laft dann o 
nach Null gehen, so kommt 


ee arti) 5) 
= ae oma) ue 
Y (x) 2 Bein ees ome ar ie 


Die Verwendbarkeit der Transformation (14) fiir die analytische 
Fortsetzung der Funktion Q(x) beruht darauf, daB die Reihe (14) im 
allgemeinen weiter konvergiert, als die von uns ausgesprochenen Be- 
dingungen angeben. Hierbei geniigt es, o als positive reelle Zahl zu nehmen. 
Dann gehort zu jedem @ eine Konvergenzabszisse i,. Ist 1, > 0, 
so stellt 4, eine stetige Funktion von o dar, die niemals zunimmt, wenn 
@ ins Unendliche wachst. Sie strebt somit einem Grenzwert /,, zu, und 
es ist 


— 


Die Transformation (14) liefert also bei passender Wahl von o die 
analytische Fortsetzung der Funktion (x) in den Streifen 2, <o <2. 
Indes scheint es, als ob 1, ebensowenig wie 4 mit einfachen ana- 
lytischen Eigenschaften der Funktion Q(x) im Zusammenhang’ steht. 
Fuhrt man namlich eine reelle Zahl w, die der Einfachheit halber po- 
sitiv sein m6ge, derart ein, daB Q(x) fir o >a-+-e regular und be 
schrankt ist, hingegen nicht mehr ftir o > a@ — e«, wie klein man auch 
die positive Zahl ¢ wahlen mag, so zeigt sich, dah 4, >a und im 
allgemeinen 2, >a ist. Trotzdem strebt die Fakultatenreihe in der 
Halbebene o >a +e gleichmabig gegen Null. 

Ubrigens steht die Transformation (14) in engem Zusammenhang mit 
der von H. Bohr [r] ausgebildeten Theorie der Summation der Reihe (2) 
durch arithmetische Mittel. Zu der Reihe (2) gehort eine Folge von Zahlen 
Ay HALA, SA, =: derart, dab (2) fir o >A, durch arithmetische 
Mittel y-ter Ordnung summierbar ist, aber nicht mehr fur o <4,. 
Falls 1, die Summabilitétsabszisse r-ter Ordnung, positiv ist, stellt sie 
gerade die Konvergenzabszisse der Reihe (14) bei g=y dar. Ezine 
von r-ter Ordnung summierbare Fakultdtenreihe (2) laBt sich also auch 
als konvergente Fakultatenreihe (14) schreiben, und zwar ist diese fur 
# (e) =r zum mindesten in der Halbebene o => 1’ = Max(J,., 0) kon- 
vergent, fiir R(e) > 7+ 1 sogar absolut konvergent. Diese Ersetzung 
summierbarer Fakultatenreihen durch konvergente werden wir in Ka- 
pitel 12 oft anwenden. 


139, Aus den letzten Ergebnissen konnen mit Hilfe von Doppel- 
reihen ohne Schwierigkeit einige wichtige Satze uber Multiplikation von 
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Fakultatenreihen hergeleitet werden. Von der Voraussetzung «@ > 0 sehen 
wir dabei fiir einen Augenblick ab. Man findet, daB sich das Produkt 
zweier Fakultatenreihen mit konstantem Glied 


i eS as s!} 
(1) 2 es Ponte eat) teh 
i . ay syS! 
s=0 


die in der Halbebene o > 4, von y- ter Ordnung summierbar sind, durch 
eine Fakultatenreihe von derselben Form darstellen laBt, die mindestens 
fiir o > 2,’ von r-ter Ordnung summierbar ist. Sind insbesondere die bei- 
den Reihen konvergent fiir o > 4, so ist die Produktreihe ftir o > i’ kon- 
vergent. Verschwinden in(1) und (1*) die konstanten Glieder a, und aj und 
sind die entsprechenden Reihen fiir o > A, von erster Ordnung summierbar 
und fiir 6 >A konvergent, so ist die Reihe ihres Produkts fiir o > 2,’ 
konvergent und fiir o >’ absolut konvergent. MHieraus ergibt sich 


z. B. mit Hilfe der Stirlmgschen Fakultatenreihe fur ee daB sich 


jede rationale Funktion, bei welcher der Grad des Zahlers den des Nenners 
nicht ubertrifft,~in eine Fakultatenreihe (1) entwickeln laBt, die absolut 
konvergiert, wenn o groBer als der reelle Teil der am weitesten rechts 
gelegenen Nennerwurzel ist. Diese Tatsache fihrt dann weiter zu dem 
folgenden Satze: Wenn die Funktion (x) eine Reihenentwicklung der 
Form (1) gestattet, die fiir o > 4, summierbar von 7-ter Ordnung ist, 
dann besteht fir « " Q(x) eine Entwicklung von derselben Form, die 
fiir o > 4,’ konvergiert, und fiir « '~' Q(x) eine Entwicklung, die fiir 
2 (@) 
a (¢-+1)---(a+r—1) 
durch eine fiir o > 2,’ konvergente Reihe der Gestalt (1) darstellbar; 
tie IDs Geli 


de 


o > i,’ sogar absolut konvergiert. Denn es ist z. B. 


durch Multiplikation mit der Reihe fiir )) folet dann 


unmittelbar die Behauptung. 
Ein interessantes Beispiel fiir eine Entwicklung der Form (14) 


bekommen wir, wenn wir den Quotienten 


P(e+o+l) 


F(a) 2et 


durch eine Fakultatenreihe darzustellen versuchen. Aus dem zweiten 
Eulerschen Integral ergibt sich die Formel 
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Tragt man in ihr fur log? die in Kap. 5, § 5 erwahnte Reihe 


2 —1)§ a) 


ein, so darf gliedweise integriert werden, und schlieSlich gewinnt man 


es +s—1 o+s) 
DT (% +o+1 nN al) ( g ee 


P(e)eet! ~~ <! (@+o+l) @+e+2)---(@+o+s)’ 


wobei die Reihe fiir o >0O absolut konvergiert. Aus der letzten 
Gleichung laBt sich dann weiter die Existenz einer Entwicklung von 
der Form 


Geet patie OH Na eet ats Se, 
! a(#-+1)---(~+s) 


av 
s—0 


erschlieBen, wobei die Fakultatenreihe fiir (w+ o--1)>0, 6>0 
konvergiert. Durch Differentiation nach 0 erhalten wir die Gleichung 


ee gp ere) 
aot \L@+tethf 


] eat 
= 2, (%) + Q, (x) log = +--+ Q(x) log = 


| 


| s 1 
[1 + 2, @)] log’ —, 


mde OO, Oe), tes Q (x) fir R(x +e+1)>0, o > 0 konver 
gente Sia a bedeuten. Diese Gleichung ist besonders 
nutzlich, wenn das asymptotische Verhalten des linksstehenden Aus- 
drucks untersucht werden soll. 


140. Kehren wir nunmehr zur analytischen Fortsetzung der Funk- 
tion Q(x) zurtick. Wir haben noch den Streifen a<o<d, ww 
erledigen, in den wir durch die Transformation (14) nicht  ein- 
dringen konnen. Wohl aber gelingt dies mit Hilfe der Trans- 
formation (16). Zunachst zeigt sich durch Untersuchung der Ordnung 

1 ; 
you, # 1m(¢®) fir |¢—1|-—1,;daB die Rethe (16) bei w>1 fir 
o >A, konvergiert. Jede durch eine Reihe (2) definierte Funktion 
Q(x) laBt sich also immer auch durch eine Reihe der Form (16) mit 
beliebigem a > 1 darstellen, und dabei kommt man fur alle w > 1 
ohne weiteres in die ganze Halbebene o >2,. Nimmt man m ge 
nigend groB, so wird sogar der Streifen «<o<d, mit erfabt. 
Die Konvergenzabszisse A(q) der Reihe (16) ist namlich eine stetige, 
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bei wachsendem @ niemals zunehmende, den Ungleichungen 
ie 
a + —“21(o) 24 


unterworfene Funktion von @. Geht w nach Unendlich, so wird also 4(@) 
entweder gleich «@, oder A(@) unterscheidet sich von @& um eine nach 
Null strebende Gréfe. Wenn A(m) schon fur einen endlichen Wert @, 
von @ gleich «& wird, gilt dies auch fir @ > @,. Die Grenzkonvergenz- 
abszisse ist somit eine Zahl, die sich durch analytische Eigenschaften 
der Funktion Q(x), namlich Regularitat und Beschranktheit, einfach 
charakterisieren laBt. Im Streifen « —e<o<«@ hort die Funktion 
Q(x) auf, regular und beschrankt zu sein. Wenn sie in ihm regular 
bleibt, ist nicht einmal |a” Q(x)| bei beliebig groBem m beschrankt. 

Dafi die Schranken fiir 4(m) genau sind, lehrt die schon in 
Kapitel 8, § 5 erwahnte ganze Funktion Q(x), die in der Halbebene 
o >« durch das Integral 


1 
Q (x) am Actes ie Bu TAce str 
0 


definiert wird. Bei ihr sind die Konvergenzabszisse und alle Summa- 
bilitatsabszissen 4, gleich « +- ay, so dafi man durch die Transformation 
(14) nicht iiber die Halbebene o > «@ + ay hinauszukommen vermag. 
Die Konvergenzabszisse /(m) hingegen hat bei w > 0 den Wert 


A(wm) =o + ae 
@ 


und strebt fur @—-oo nach w. Das Aufhoren der Konvergenz liegt 
daran, daB& | Q (a — ¢+-it)| fiir +00 unbegrenzt wachst, und zwar 
sogar exponentiell. 


§ 3. Darstellbarkeit von Funktionen durch 
Fakultadtenreihen. Zusammenhang 
mit divergenten Potenzreihen. 


141. Die Frage nach der Entwickelbarkeit von Funktionen in 
Fakultatenreihen stellt man zweckmafig nicht fiir Reihen von der 
Form .(2), sondern von der allgemeineren 
Form (16). Es sei q(t) eine im Inneren 
eines Sektors AOB von beliebig kleiner 
Offnung (Fig. 33) regulare Funktion, fiir 
welche bei einem gewissen nichtnegativen « 
gleichmahig in AOB 
(17) lim ¢2 p(t) = 0 


t>0 
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gilt. Dann lat sich das Integral 


1 
(18) Q(x) = f ®t (bat 
3 1 

wie man durch die Variablentransformation {= z® erkennt, bei ge- 
nugend groBem positiven @ in eine Reihe von der Form (16) ent- 
wickeln, die sich als konvergent fiir o > «@ erweist. Es gehort also 
unter unseren Voraussetzungen zu jedem Integral von der Form (18) 
eine nichtnegative Zahl m, derart, daB Q(x) fiir wm >, in eine 
Fakultatenreihe von der Form (16) entwickelbar ist, tieeten: nicht fur 
wm <@,- Die Moglichkeit der Entwicklung fur @ = «q, ist ein Problem 
von derselben Art und Schwierigkeit wie das, ob eine Potenzreihe 
auf dem Konvergenzkreise konvergiert oder nicht. 

Durch weitere Ausfithrung dieser Betrachtungen findet man_fol- 
gende notwendige und hinreichende Bedingungen fiir die Entwickel- 
barkett einer Funktion Q(x) in eine Ce (1 oe 


12) aruB~ sich” im. der Form “t ae ~_ darstellen lassen, 


x(x+1) 
wobei »(x) in einer Halbebene o > « a = a peschrankt ist. 

2. Die durch die Gleichung (11) fiir positive € definierte Funktion 
H(&) muB in einem beliebig schmalen Halbstreifen um die positive 
reelle Achse einschlieBlich des Nullpunktes 
(Fig. 34) regular sein und dort gleich- 
mafig die Relation 


befriedigen. 

Die eben angegebenen Bedingungen sind z. B. erfiillt, wenn Q (x) 
im Unendlichen regular ist. Dann bleibt die Entwicklung (16) sogar 
fiir beliebiges komplexes m in Kraft. Die Konvergenzabszisse der 
fiir @—1 hervorgehenden Entwicklung (2) ist dabei gleich dem 
Realteil des am weitesten rechts gelegenen singularen Punktes und 
die Konvergenzabszisse der fiir @ — — 1 entstehenden Reihe 


co 


Ate ae \ Ges! 
2 (a) Nery 


gleich dem Realteil des am weitesten links gelegenen singularen 
Punktes; die Koeffizienten a,,, der letzten Entwicklung hangen mit 
den Koeffizienten a,,, der Reihe (2) durch die Gleichungen 


a, =4,> A, = Ay; 


= s—1)\ , (s—-l) We ecanie 
Bee | 1 ) br | 2 VO Fionn asa 1) 


zusammen, sie sind also die aufeinanderfolgenden Differenzen der a, , , 


1 
a, 
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Aus den Entwickelbarkeitsbedingungen laBt sich insbesondere der 
in der Einleitung dieses Kapitels angedeutete Zusammenhang zwischen 
Fakultatenreihen und divergenten Potenzreihen entnehmen. Es zeigt 
sich, daf die Klasse der Funktionen, welche durch divergente 
Potenzreihen definiert werden, die im Sinne von Borel mittels der Ex- 
ponentialmethode absolut und gleichmafig summierbar sind, genau 
iibereinstimmt mit der Klasse der Funktionen, die sich in konvergente 
Fakultatenreihen der Gestalt (16) entwickeln lassen. Gerade die- 
jenige unter den unendlich vielen durch die divergente Potenzreihe 
asymptotisch dargestellten Funktionen, welche Borel [5, 7] der Reihe als 
Summe zuschreibt, gestattet eine Entwicklung in eine Fakultatenreihe. 

Bei dieser engen Verkntpfung ist es nicht verwunderlich, da 
man die durch Fakultatenreihen angreifbaren Probleme auch mittels 
divergenter Potenzreihen behandeln kann. So ist z. B. die Losung 
linearer Differenzengleichungen, zu der wir uns in Kapitel 11 und 12 
konvergenter Fakultatenreihen bedienen werden, von Birkhoff [1], Gal- 
brun [r, 2] und Horn [1, 2] mit Hilfe divergenter Potenzreihen durchgefihrt 
worden. Horn [5, 7] hat sich in spateren Arbeiten auch mit dem 
umgekehrten Problem  beschaftigt, in der Theorie der Differential- 
gleichungen an die Stelle der von Poincaré eingefiihrten divergenten 
Potenzreihen konvergente Fakultatenreihen zu setzen. 


§ 4. Entwicklung der Lésungen von Differenzengleichungen 
in Fakultatenreihen. 


142. Zur Erlauterung unserer Darlegungen iiber Fakultatenreihen 
und zur Vorbereitung spaterer Untersuchungen wollen wir zum SchluB 
ein spezielles Beispiel betrachten, und zwar 
wollen wir ein Integral von der Form 


l 


uber den in Fig. 35 gezeichneten Schleifenweg 1 

vom Punkte ¢=0 aus um den Punkt ¢=1 

herum, wie es sich uns in Kapitel 11 ftir die 

Losung einer homogenen linearen Differenzen- 

Fig. 35. gleichung mit rationalen Koeffizienten darbieten 

wird, in eine Fakultatenreihe entwickeln. Hier- 

bei soll v(t) ein auf der positiven reellen Achse zwischen ¢ = 0 und 

= 1 regularer Zweig einer analytischen Funktion sein, welcher in 
der Umgebung der Stelle t= 0 eine Entwicklung von der Form 


(20) w= Di-s[y, (+ ,,,@logt +--+ y, ,@logt a] 
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gestattet, wobei die-Funktionen py, ,(t) fir t= 0 regular. sind und 
mindestens ein y; (0) (s = 0,1,...,7) von Null verschieden ist. In 
der Umgebung des Punktes ¢ = 1 hingegen mége sich (¢) in der Gestalt 


(21) v(t) = (t— 1% o() 


darstellen lassen mit einer fiir ¢—1 regularen, von Null verschie- 


denen Funktion @ (). @,,0,,.--, c, und f bedeuten beliebige komplexe 
Zahlen, und es sei 


at (@,) = H (@,) = Bit (a) = PS 
x 
Durch die Substitution ¢=z” mit beliebigem positiven @m geht 
das Integral (19) tiber in 
x 1 
(22) uU (x) es ; v (0) az 


2 at w 


da man das Bild der Schleife / in der z-Ebene wieder in die Schleife / 
feat 
deformieren kann. Wahlt man @ gentigend groB, so ist es in und 
auf dem Kreise |z—1|—1 auBer in z=0O und z= 1 regular und 
gestattet im Inneren dieses Kreises eine Reihenentwicklung von der Gestalt 


( lee Df ; A 
(23) De pa Ay a ay eee Rey ees | 
ae 
mit von @ unabhangigem A, == 0. Die Ordnung von v\z) auf dem 
Kreise | 2 — 1| == 1 ist gleich n ( 


a8 Nun tragen wir die Entwick- 
9) 

lung (23) in das Integral (22) ein, integrieren gliedweise und beriick- 
sichtigen dabei die aus dem ersten Eulerschen Integral herzuleitende 
Formel 


il 


aaa ft? (¢- 1p dt= we 
l 


Teas) lta pe Dy) 


Dani (Ge 0), 


in der iibrigens bei (8) > —1 die Schleife 7 auf die hin und zuruck 
durchlaufene Strecke 0... 1 zusammengezogen werden kann. Dann 
finden wir 


(24) U0) == ——— a= , Q(x, B), 
rar (=+s+1) 


wobei Q(a, #) eine Fakultatenreihe von der Form 


(24*) Q(w,p)= D/A 


y=0 


(B+1)(B+2)---(B+r) 0" 


"(a +o B+) + (@+oB+vo) 
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ist. Die gliedweise Integration erweist sich als zulassig, und wir haben 
damit, wie wir beabsichtigten, die durch das Integral (19) definierte 


Funktion w(v) mit Hilfe einer Fakultatenreihe ausgedruckt, welche, wie 
1 


aus der Ordnung von A, hervorgeht, fiir o > #(@,) absolut kon- 
vergiert. 
Eine ahnliche Uberlegung kann auch ftir das Integral 


1 
es =1 ,,(1) 
= rai) v(t) dt 


durchgeftihrt werden, wobei 


oy = allt — 1% pO) =@—1P [r+ v @ log — 1)] 


sein soll und zudem v")(¢) in der Umgebung von ¢=0 dieselbe Form 
wie v(t) haben moge. Beniitzt man die Formel fiir die Differentiation 
einer Fakultatenreihe, so folgt schlieBlich 


pcb lagialaal st ae 
PD 78 |n(3 epas)| ne Fane) 


Ua) 


wobei ,(x, 6) eine Fakultétenreihe von derselben Gestalt wie 
Q(x, B) ist, welche fir o>0, o>R(e,), R(x +tofP+o)>O 
konvergiert. 

Allgemein erhalt man fir ein Integral der Form 


y's) (x) —_ aq ff v's) (£) dt 
mit 
v(t) = [#1 pd] 
ap 
==(t — 1)"[o, (¢) + »,_,@log@—1)+.--+o (7) log* (f — 1)} 


eine Entwicklung 


Dabei sind die Q,; (w) Fakultatenreihen von der Gestalt 


2 AM 
(Zaye OF A® 4 ue Laur es ee 
) (a) As | pea carga ilar (2+oB+yro)’ 


die fir o>0,o>(e,), Ra@top+t a) > O absolut konvergieren. 
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- as sie 
Denkt man an die Darstellung der Funktion x?*} a. fr i ‘ 
; ee 
mit Hilfe von Fakultatenreihen, so erkennt man, dafs die Gleichung (25) 
auch in die Gestalt 


s§ 
7 ae 
(ae) ee gb-1 Ss P, (x) log’ est 
4=0 
gebracht werden kann, wobei die @,(x) fiir o>0, o>R(«,), 
RK (x + wP -+-w) > 0 in Fakultatenreihen entwickelbar sind. 


Zehntes Kapitel. 


Allgemeines iiber homogene lineare 
Differenzengleichungen. 


143. Von allen Differenzengleichungen sind die linearen Glei- 
chungen bis heute bei weitem am besten erforscht. Mit ihnen allein 
wollen wir uns auch im folgenden befassen. Nehmen wir der Ein- 
fachheit halber an, daB alle Spannen gleich 1 sind, so laft sich, wie 
wir schon in Kapitel 1, § 1 gesagt haben, eine derartige Gleichung 
m-ter Ordnung fiir eine Funktion «(a) immer in die Gestalt 


(1) fs >) P;(#) u (a + 1) = (a) 
1=0 


bringen. Wenn hierin w(a#) identisch Null ist, heiBt die Gleichung 
homogen, andernfalls vollstandig oder inhomogen. 

Die Beschaftigung mit solchen lnearen Differenzengleichungen 
reicht weit zurtick. Gleichungen mit konstanten Koeffizienten, die beim 
Studium der sogenannten vekurrenten Rethen auftreten, wurden schon von 
Lagrange [1, 2,5] eingehend untersucht, wahrend Laplace (1, 2, 3, 4, 5, 7] 
durch die Einfuhrung der erzeugenden Funktionen und die nach ihm 
benannte Integraltransformation wichtige Hilfsmittel zum Studium der 
Gleichungen mit rationalen Koeffizienten schuf. Von einer wirklichen 
Theorie der linearen Differenzengleichungen kann man jedoch erst seit 
dem Jahre 1885 sprechen, in dem H. Poincaré [1] einen beriihmten 
Satz uber das asymptotische Verhalten der Losungen solcher Gleichungen 
aufstellte. 

In neuerer Zeit ist auch die formale Seite der Theorie, welche die 
Analogie mit den algebraischen und Differentialgleichungen, die Gruppen- 
theorie und ahnliche Dinge behandelt, weitgehend geférdert worden. 
Auf derartige Fragen, welche in der ,,Theorie der linearen Differenzen- 
gleichungen* von Wallenberg [7] und Guldberg [22] ausfihrlich 
dargestellt sind, werden wir jedoch im folgenden nur sehr wenig ein- 
gehen. Wir stellen uns vielmehr die Aufgabe, die linearen Differenzen- 
gleichungen von funktionentheoretischem Standpunkte aus und mit 
funktionentheoretischen Hilfsmitteln zu untersuchen. 
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§ 1. Existenz der Lésungen einer homogenen linearen 
Differenzengleichung. 


144, Zunachst wollen wir die homogenen Differenzengleichungen 
studieren, welche die Form 
n 


(2) P(u(x)) = D'p, (x) u(e@ +4) =0 


t=0 
haben. Die Veranderliche x setzen wir als komplex voraus, etwa 
L617, 


die Koeffizienten’ p,(a) als analytische Funktionen von 2, fiir welche 
es ein gemeinsames Existenzgebiet gibt. Ferner nehmen wir an, 
was keine Beschrankung der Allgemeinheit bedeutet, da®& die Funk- 
tionen ,(x) im Endlichen keine allen gemeinsame Nullstelle und als 
singulare Punkte keine Pole, sondern nur wesentlich singulare Punkte 
aufweisen. Durch Multiplikation der Gleichung (2) mit einer passen- 
den Funktion vermag man ja diesen Fall immer herbeizufihren. 
Unser Ziel ist, die Existenz analytischer Losungen der Gleichung (2) 
zu erweisen. Daf diese tiberhaupt Losungen besitzt, konnen wir leicht 


folgendermaBen einsehen. Es seien §,, 6,,... die singularen Stellen 
der Koeffizienten ,;(~) in (2), a,, @,, ... die Nullstellen von ,(2), 
Viens sare Nullstellen von’ p (e—n). Die Punkte 6,, «, und 


y;, zu denen gegebenenfalls noch der Unendlichkeitspunkt tritt, nennen 
wir die singuldren Punkte der Differenzengleichung (2). Ferner seien 
m,(x),...,%,,(%) mn willkiirlich vorgelegte periodische Funktionen mit 
der Periode 1 und ¢ eine reelle Zahl derart, daB die Gerade 0 =c 
durch das gemeinsame Existenzgebiet der p,(#) hindurchgeht. Bestimmt 
man nun w(x) so, daB im Streifen c<o<c-+1 


(3) u(e +1 — 1) = a2,(2) (ee 1 e287) 


wird, so ist u(x) zundchst im Streifen c<o<c-+n festgelegt. 
Durch die Gleichung (2) wird dann aber, indem man sie nach 
u(x +m) oder u(#) auflést, der Wert der Funktion u(x) in jedem 
Punkte x bestimmt, der keinem der singularen Punkte von (2) kon- 
gruent, d. h. von ihm um eine ganze Zahl verschieden ist. Freilich 
ist die so gefundene Loésung im allgemeinen nicht analytisch. Dies 
k6nnen wir am besten iibersehen, wenn wir uns zunachst m Funktio- 
nen u,(%),...,u,(x) derart bilden, dab 


W(t) = 1 ie S lO =e S, 
hingegen 
u(x) = 0 fur 


Norlund, Differenzenrechnung. 


2974 ZehntesKapitel. Allgemeines iiber homogene lineare Differenzengleichungen. 


ist, und vermége der Gleichung (2) die Funktionen u,(%) tber den 
Streifen c<o6<c-+-m hinaus fortsetzt. Sie erweisen sich dann in 
jedem Streifen zwischen zwei zu c kongruenten Zahlen als analytische 
Funktionen der Koeffizienten p,(#). Wenn jedoch x eine Begrenzungs- 
gerade eines solchen Streifens tberschreitet, springt u,(w) von einer 
analytischen Funktion zu einer anderen tiber. Eine Losung u(x), die 
gegebenen Anfangsbedingungen geniigt, d. h. im Streifenc<o<c-+n 
gleich einer gegebenen Funktion ist oder, was damit gleichbedeutend 
ist, fir welche im Streifen c<o<c-+1 die Beziehungen (3) gelten, 
14Bt sich aus den eben eingefithrten Partikuldrlésungen wu, (2), ..., U,, (%) 
in der Form 


(4) uw (3) <= 7 (@) a (@) +> + a, (2) m4, @) 


aufbauen und ist daher im allgemeinen nicht analytisch. Es braucht 
ja kaum besonders hervorgehoben zu werden, dafi mit einer Anzahl 
Losungen der Gleichung (2) zugleich auch jede lineare Kombination 
aus ihnen eine Lésung darstellt. Um eine analytische Lésung von (2) 
zu erhalten, konnte man nun versuchen, den periodischen Funktionen 
m,(x) geeignete Bedingungen aufzuerlegen. Wir wollen jedoch einen 
anderen Weg einschlagen. Zunachst aber schicken wir einige allge- 
meinere Bemerkungen voraus. 


145. Wir nennen » Partikularlosungen w, (w),..., «, (w) der Glei- 
chung (2) linear unabhdngig oder sagen, daB sie ein Fundamental- 
system von Losungen bilden, wenn zwischen ihnen keine homogene 
lineare Relation von der Form 


n 


(5) D7 (2) u, (2) = 0 


+=1 


besteht, in welcher die z;(«) periodische Funktionen mit der Periode 1 
von solcher Beschaffenheit sind, dab sie fiir wenigstens einen Wert 
von x, der keinem singularen Punkt von (2) kongruent ist, endlich 
bleiben und nicht zugleich verschwinden. 

Natirlich dirfen die a; (x) unstetige Funktionen sein. Es sei a ein 
keiner singularen Stelle von (2) kongruenter Punkt, dann folgt aus 
unserer Definition, daB eine Losung wu; (x), welche einem Fundamental- 
system angehort, nicht fir m aufeinanderfolgende Werte a, a+1, 

., @+-n — 1 verschwinden kann. Sonst wiirde namlich u,(x) fiir alle 
zu a kongruenten Werte von # verschwinden und man hatte immer 


ot; (i) 4, () == 0, 


wenn z,(v) fiir te =a, a+1,... beliebig endlich, sonst aber gleich 
Null gewahlt wird, im Widerspruch zur Definition von us ye 
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Ob ein vorgelegtes System von Lésungen ein Fundamentalsystem 
bildet, 14Bt sich oft am bequemsten mit Hilfe der Determinante 


| Uy (x) Uy (%) + Uy (x) 
(6) D(x) = u, (% +1) uy (% + 1) AS me) 
|, (a +n —1) It eo, ai 


entscheiden, die wir ausfiihrlicher auch mit D|[w, («),..., u,,(#)] be- 
zeichnen. Schreibt man in ihr x-+1 an Stelle von x und addiert 


nachher zur letzten Zeile die mit 2 | : IS ... multiplizierte erste, 
? , Pn (x) ’ Pn ) : ; 
zweite,... Zeile, so erkennt man, dali D(x) der Differenzengleichung 


erster Ordnung 


ff n Po (a) q 
(7) Di) aay 


genugt. Wenn also die Determinante D(a) fiir einen zu den singularen 
Stellen von (2) inkongruenten Wert 2» =a verschwindet, verschwindet 
sie auch fir s=a-+1, a+2;..., wenn sie hingegen fir «=—a@ 
von Null verschieden ist, trifft dasselbe auch flrr—a+1, a+2,... zu. 

Nun wollen wir beweisen: Wenn fiir n Lésungen u, (x), ..-, u, (x) 
der Gleichung (2) die Determinante D(a) fiir jeden zu den singuldren 
Stellen von (2) inkongruenten Wert a von « von Null verschieden ist, 
dann bilden diese Losungen ein Fundamentalsystem, und umgekehrt 
kann die Determinante fiir keinen derartigen Wert a verschwinden, wenn 
die n Lésungen u,(x),..., u,,(a) ein Fundamentalsystem darstellen. 

Denn bestande im Widerspruch zum ersten Teil des Satzes 
zwischen u,(x),...,u,(%) eime homogene lineare Relation von der 
Form (5), so wiirden fiir «=a entweder alle Elemente einer Spalte 
von D(x) oder einer linearen Kombination von Spalten verschwinden, 
d.h. D(x) selbst Null sein. 

Nehmen wir zweitens ad absurdum an, die Determinante D(z) 
eines Fundamentalsystems sel fiir =a Nall. Dann erhalten wir, wenn 
wir mit w,(w) die Unterdeterminanten der letzten Zeile bezeichnen 
und nach den Elementen der letzten oder ersten Zeile entwickeln, 
die beiden Systeme homogener linearer Gleichungen 


u,(at+s)p,(a ----+ 4, (a+s)y,(@) = 0, 
u\ sess cee ee (s=0, 1, 2,....%—1) 
u,(a+s)w,(a+1)+---+u,(a+s)y,(@+1)=0 
denen sowohl die Gréfen w,(a) als auch die GroBen y,(a-+ 1) ge- 


niigen. Nun sind zwei Falle moglich. Wern erstens eine ec Unter- 
determinanten, z.B. y, (x), fir =a, a1, a+2,... von Null 
18* 
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verschieden ist, konnen wir schlieBen, da 


wi (a) #6 yi (a+ 1) ‘ye Dy Es 1 
Wn (@) Yn (441) CSc ii 


weiter, weil auch D(a+1)= 0 ist, 


yw; (a +1) yi (a+ 2) ; : 
= 4 —— OO em al 
Wn (a+ 1) Wn (4+ 2) ( } 


gilt usw. Dies fiihrt aber gerade zu einer Relation von der Form (5) 
zwischen den u,(z) im Widerspruch mit der Definition des Funda- 
mentalsystems. Man braucht ja nur a,(x) proportional mit y,(a) fir 
die zu a kongruenten Werte von 2 und sonst gleich Null zu wahlen. 
Wenn zweitens y, (a) Null ist, kann auf die Determinante y, (x) dieselbe 
SchluBfolgerung wie eben auf D(x) angewandt werden. Da namlich 
fir =a, a1, a 2,..m die letzte~Zeile in Di) eine dineare 
Kombination der tibrigen ist, ergibt sich, dafi zugleich mit w, (a) auch 
y,(a@+1), py, (a+ 2),... verschwinden. Geht man in dieser Weise 
weiter, so mu man schlieBlich einmal auf eine von Null verschiedene 
Unterdeterminante stoBen, weil in der Determinante 

u(t) ge) 


|u,(@-+1) uw (+1) 


die Unterdeterminante w,(#) nicht fir alle zu @ kongruenten Werte 
verschwinden kann. Das Verfahren liefert daher auf jeden Fall eine 
Relation der Gestalt (5), in der fiir =a nicht alle a,(x) Null sind. 

Damit m Losungen w,(x),..., uv, (a) von (2) ein Fundamentalsystem 
bilden, ist also notwendig und hinreichend, dafi ihre Determinante D (x) 
in einem beliebigen Streifen c<o<c-+1 fiir jeden zu den singu- 
laren Stellen von (2) inkongruenten Wert von « von Null verschieden 
ist. Hingegen geniigt es nicht, anzunehmen, da die Determinante D (x) 
nicht identisch verschwindet. uy 


146. Die Determinante D(x), die uns spater noch mehrmals be- 
gegnen wird und die fur lineare Differenzengleichungen dieselbe Rolle 
spielt wie die Wronskische Determinante fiir lineare Differential. 
gleichungen, wurde zuerst von Casorati [1], Pincherle [37] und Bor- 
tolotti [3] betrachtet. Da sie sich, wie man durch passende Zu- 


sammenfugung der Zeilen erkennt, in der Form 


DeNe  beaey ae 
NOP bec e ee) 


$1. Existenz der Lésungen einer homogenen linearen Differenzengleichung. 277 


schreiben lat, heift sie auch Differenzendeterminante. Man kann 
D(a) mit Hilfe der Koeffizienten in der gegebenen Differenzengleichung 
ausdricken. Aus (7) folgt namlich 


A log D (a) = log ie 1) fo) | ; 


Eine Partikularlosung dieser Gleichung ist 


log D(x) = Slog | (—1)" 2S) az 


bei beliebigem a; allgemein wird daher 


ay 


0 (2) 
: . : tog | (—1 oo ae (2) 
(8) D(%) = x(«)e" 


mit periodischem a(x). Sind z.B. p,(x) und p (x) Polynome von 
pleichem (Grade p, ferner a7, 0, °>-> ct, die Nullstellen von Po (x) und 
Wir Yeo Y, aie von p, (w —n), so gilt bei konstantem a 


nPo Po (x) 2S 2 (@=a)-> -@ = cy) 


Pn (%) (OSS OCs 0) , 


(—1) 
unter Heranziehung der Gammafunktion erhalt man dann leicht 


(8*) D(x) = n(x)a* aos 7s a ey) 


T(w@—y,+n)-- I (*—y,+n) 


Fir gewisse Differenzengleichungen mit lauter rationalen Koeffizienten 
werden wir die hierin auftretende periodische Funktion z (x) im nachsten 


Kapitel explizit bestimmen. 
Wenn uw, (x),...,u,(«) ein Fundamentalsystem bilden, so labt 


sich jede Losung aes Gleichung (1) in der Gestalt 


n 


u () = Dd} a, (w) uf() 


t=1 


darstellen, wobei die Koeffizienten z,(x) periodische Funktionen sind. 
Dies geht daraus hervor, das die Determinante des Gleichungssystems 


n 


>) be) ule +1) =0, 


7=0 


n 


>) b; (a) 4, (@ + i) =0 (sheer tN, 2) 1) 


i=0 
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fiir die Koeffizienten p,(~) verschwindet, d. h. 


u(x) U4 (a) brs Ba 16 AG) 
D [wle), u, (a); --., 4, (@)] = u(@+1) w(@+1)... u,(@+1)|_9 
Picea) u, (w+-n) u,,(% + n) | 


ist; denn die Gleichung (9) zieht eine Relation der Gestalt 
reg (tb) a6 (st) +, (#) ae (0) +++ ++ 2, (2) «, (@) = 0 


nach sich, in der x,(x) flr alle zu den singularen Punkten von (2) 
inkongruenten Werte von # von Null verschieden ist, weil die wu, (2) 
ein Fundamentalsystem bilden. Umgekehrt kann man schliefen, dab 
fiir eine homogene lineare Differenzengleichung m-ter Ordnung mit 
mehr als » linear unabhangigen Losungen die linke Seite identisch 
Null sein muB. 

Das Problem der Auflésung der Gleichung (2) lduft also auf die 
Aufstellung eines Fundamentalsystems von Lésungen hinaus. Hierzu 
gehen wir jetzt uber. 


147. Unter $;,a;,y,; verstehen wir wie friher die singularen 
Punkte der Gleichung (2), bezeichnen die Mengen der Punkte 


Peas (S S355. AS 2, Oe 1, ee eae 


a, — s 
Keg 


mit (8), (o) und (y) (Fig. 36) und betrachten [15] ein ganz im Endlichen 
gelegenes Gebiet, begrenzt etwa von einem Kreise C mit sehr groBem 


Te 
oo ee oo nas en Sanne, ene eee Be hg Sen oa omae —-0--=---O---- 
7 [3747 
O=--=—-O-—-=0 eo O------0----- 222+ -O- == ---O---=--O- =~ — 0-- === --O- +--+ === -- 
Onn Onno =O = =O === 2 
x. 
Bee 3 
4... 0-—----0---——-0- 
&. 
a a eae Oe © EE OEE > ELSES o SEES o nEEEEE, Sonn, EEE Senn, Seen TCE 
Fig. 36. 


Radius. Die in ihm gelegenen Punkte der Mengen (6), (@) und (y) 
schlieBen wir durch kleine Kreise aus und ziehen fiir diejenigen 
unter den Punkten £;, welche Verzweigungspunkte sind, Verzweigungs- 
schnitte von #; nach —oo und von 6;-+n nach + oo. Hierdurch 
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entstehen aus dem urspriinglichen Gebiet ein oder mehrere zusammen- 
hangende Regularitatsgebiete der Koeffizienten, begrenzt durch denKreis C, 
die kleinen Kreise und die Verzweigungsschnitte. Eines unter ihnen 
sei I’ (Fig. 37). Ferner sei f(a) eine Funktion, iiber die wir spater 
noch verfiigen werden. Wir wollen ver- 
suchen, eine Folge von Funktionen 
PUM aL), Recep REN) URES (lsat 
so zu bestimmen, daB die Reihe 


(10) u (x) = S'R, (a) f(z + s) 

s=—o 
eine im Gebiete I’ regulare analytische 
Losung der Gleichung (2) darstellt. Wie 
man durch Eintragen erkennt, wird diese 
durch die Reihe formal befriedigt, wenn 
fur alle ganzzahligen s 


(1) Po (*) R, (&) + Py (7) R,_,(@ ci) =i “ha ae p,, (X) DS erg (+ n) == 0 


ist. Aus dieser Formel konnen bei willkurlicher Annahme von n der 
Funktionen R, (x) alle tibrigen ermittelt werden. Um dies bequem tiber- 


sehen zu kénnen, multiplizieren wir die Gleichungen ftir s,s —1,..., S—n 
mit p,(%-+-s), p,(@-+s —1),...,p,(@-+s — m) und addieren; dann 
entsteht 

(12) p,(x)x(s; #) +9, (@)y(s —1,4+1)+---+),(")y(s— n, 2+n)=0, 


wobei wir zur Abkurzung 


n 
(13 Ws tie > pee § — OR, (2) 
Pad ARON s 
t=0 


gesetzt haben. Wir konnen erreichen, daf& die GroBen yx(s, x) fur 
alle ganzzahligen s Null sind. Wahlen wir namlich 


De (x) Ro (x) -—-1 = 0, WS cee (CONE URG, AICS) Ceara Rend gia (GeO, 


so erhalten wir 
Z(1, 2) = 4 (2,4) =: = y(n, 4) =0, 


sodaB wegen (12), wie gewiinscht, alle y(s, #) verschwinden. Durch 
die Gleichung (s, x)= 0 werden dann die R, (x) als rationale Funk- 
tionen der Koeffizienten in (2) und ihrer aufeinanderfolgenden Difte- 
renzen bestimmt. Nun machen wir tiber das Verhalten der Koeffi- 
zienten p,(#) im Unendlichen die Voraussetzung, dafi fur ein positives 
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M +1, ein nichtnegatives ganzzahliges #, alle x in J’ und alle positiven s 


| pi (e+s) | 5? | Pn—i@—s)| <M ge Cra gl. Bos n) 
ve Eicsoe oy pee BA CSD ee We a 
ist. Dies trifft z. B. zu, wenn die Verhaltnisse der Koeffizienten auf 
einer Parallelen zur reellen Achse nicht starker als eine ganze trans- 
zendente Funktion von endlichem Geschlecht anwachsen. Durch voll- 
standige Induktion bekommen wir dann fiir s > 0 die Abschatzungen 


| R,(«)| < no M® er +2 ++ +(-1y , 


[Ra @)) aw gh +2 sheet ty 


3 


wahlen wir daher etwa 
2@+1) 

fie\==e-% ; 
so ist die Reihe (10) im Gebiet J” absolut und gleichmaBig konver- 
gent; sie stellt daher, da jedes Glied eine in [" regulare analytische 
Funktion ist, eine in J’ regulare Losung der Gleichung (2) dar. Hiermit 
ist zunachst eine Losung von (2) gewonnen. Zur Bildung eines Funda: 
mentalsystems verstehen wir unter a einen zu den singularen Stellen 
von (2) inkongruenten Punkt und setzen 


(15) u, (x) == >) R, () f,(e + s) i a eee 
mit 
sin x (%—a—1i1+1) 


z (aw —a—i+1) 


2 
en @-a-t+1) eas 


f,(2) = 
Der Wert der Determinante D(x) im Punkte «= a 


rae 


D(a) = R, (a) Ry (a+ Ty aes Ry (a +n—1)= Py (a) Py (a+1)---P)(a+n—1) 


ist von Null verschieden. D(a) ist also eine im Gebiet I” regulare 
analytische Funktion von a, welche jedenfalls nicht identisch ver- 
schwindet. Wenn sie tberhaupt fiir alle zu den singularen Stellen 
inkongruenten Punkte in I” von Null verschieden ist, sind wir schon 
am Ziele und haben in w, (#),..., u,,(%) ein Fundamentalsystem von 
Losungen. Wenn sie hineeoe in TNullstelion aufweist, die natiirlich nur 
in endlicher Anzahl vorhanden sein kénnen, gehen wir folgendermaBen 
vor. Es sei & eine derartige Nullstelle. Dann gibt es, wie unsere Beweis- 
fuhrung in 145. lehrt, » nicht gen verschwindende Konstanten 


A,=4,(€) derart, daB die Funktion 7) U; (x) in den Punkten €, € + 1, 
{= =i 


€ + 2,... verschwindet. Die u,(x) mégen so numeriert sein, daB die 
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nichtverschwindenden Konstanten A, die zu Anfang stehenden, etwa 


oreo aA, osind. Setzen “wir dann 


ug (a). = u;(z) firs == m, 
m 
DAs Uj; (x) 
i=1 
sin 2 a (x — &)’ 


Um (%) = 


so sind die y,*(x) in I’ regular, und ihre Determinante 


‘ A, 
sk \ m é \ 
D C2) ~~ sin 2 2 (a — &) D (x) 
verschwindet in den Punkten £,€+1,&+ 2,... in einer um 1 niedrige- 


ren Vielfachheit als D(x). Durch wiederholte Anwendung des Ver- 
fahrens fur alle Nullstellen von D(x) in J” kann man daher in einer 
endlichen Anzahl von Schritten aus w,(«),...,u,,(%) » Funktionen 
gewinnen, deren Determinante in J’ nicht mehr verschwindet und die 
somit dort ein Fundamentalsystem bilden. 

Bei passender Wahl der Funktionen f,(x) stellen daher die n 
Reihen (15) ein Fundamentalsystem von Lésungen der Gleichung (2) 
dar, welche im Geltete I° eindeutig und reguldy sind und wm aill- 
gemeinen die auf geraden Linien aufgereihten Punkte der Mengen (), 
(cc) und (y) zu singuldren Punkten haben, zu denen gegebenenfalls noch 
der Unendlichkeitspunkt tritt. Die Punkte der Mengen (a) und (y) 
sind Pole, die anderen Punkte hingegen im allgemeinen wesentlich 
singulare Stellen. 


148. Uber die Singularitaten («) und (y) vermag man noch etwas 
mehr auszusagen. Dazu teilen wir zundchst die «,, die Wurzeln der 
Gleichung p,(x) 0, in Gruppen derart, dafi alle um ganze Zahlen 
unterschiedenen @, zu ein und derselben Gruppe gezahlt werden, und 
ordnen in jeder Gruppe die zugehorigen @, nach absteigendem Real- 
teil. Es mogen etwa die Nullstellen @,,0,44,--- mit den Vielfach- 
Bete etal yas WOE! 


H (a,) ee HR (Oy 4) a KR (,, +0) eo oe 


ist, eine solche Gruppe bilden. Da sich die Losungen in den Punkten 
a +1, « +2,... im allgemeinen regular verhalten, sind die Punkte 


Cys ey — 1, +++) Opty +1 
im allgemeinen Pole héchstens k,-ter Ordnung, 


eae 


On+s aes Ontst1 +I 


a + ie 


Pole héchstens (k, + k, +----+&,)-ter Ordnung. Teilt man ebenso 
die y,, die Nullstellen von p,(%—m), in Gruppen, etwa y,,7,,4)-- 
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mit den Vielfachheiten m,, m,,... und ordnet man nach aufsteigen- 
dem Realteil, also 


R (y,,) < Rp +a) —< RY, ea) EOS 
so sind die Punkte 
ges ar Le aeeae's ae —1 


im allgemeinen Pole héchstens von der Ordnung m,, die Punkte 


nts? Poe eke SOO Wyte 1 


Pole hochstens von der Ordnung m, + m, 4+--:--+- ™,. 

Insbesondere liegt, wenn es in einer Gruppe nur endlich viele 
Wurzeln gibt, die Ordnung der entsprechenden unendlich vielen 
Pole unterhalb einer festen Schranke. Wenn die Gruppe hingegen 
unendlich viele Wurzeln enthalt, wachst die Ordnung der Pole bei 
Annaherung ans Unendliche tiber jede Grenze. Die Haufungspunkte 
der Punktmengen («) und (y) sind als Haufungsstellen von Polen 
wesentlich singulare Stellen der Losungen. 

Wenn alle Koeffizienten in (2) Polynome sind, erschopfen die 
Mengen (a) und (y) alle im Endlichen gelegenen singularen Punkte 
der Lésungen. In diesem Falle, mit dem wir uns im nachsten Kapitel 
eingehend beschiaftigen werden, gibt es also ein Fundamentalsystem 
meromorfer Losungen. 


149, Sind die Koeffizienten eindeutig, so trifft dies auch fiir die 
Losungen zu, eine Tatsache, die klar den tiefgehenden Unterschied 
zwischen Differential- und Differenzengleichungen hervortreten laBt. Fiir 
eine Differenzengleichung mit eindeutigen Koeffizienten und der Spanne w 
hat jede Losung, die nicht eine rationale oder ganze transzendente 
Funktion ist, eine unendliche Menge von Singularitaten, welche alle 
auf gewissen Geraden im Abstande || voneinander liegen. Fiihrt 
man dann durch den Grenziibergang w—>0O die Differenzengleichung 
in eine Differentialgleichung uber, so rucken jene Singularitéten im 
Endlichen zusammen und geben dadurch zur Entstehung von Ver- 
zweigungspunkten AnlaB. Um dies naher zu erlautern, betrachten wir 
ein spezielles Beispiel. Die Gleichung 


(% — oc) (~ — o« +1) u(e + 2)— (2% +-1)(@ — wo) ulm +1) + 2? u(e) = 0 
oder 


COPE IF ek) A u(#) + (1 — 2a) (x — &) A u(x) + a uw CeO 


hat die Losungen 


ok if \ 
Uy (x) = T'(e —«) ) Ue (x) = ree (a) 5 
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Diese bilden ein Fundamentalsystem, da ihre Determinante 


RENO efor 
Die a T(@— a) Tema ie 2 (2) 
| | ites) Geile oa Oe 


V(e—e+1) I'(e—a«+1) 


fur alle zu den singularen Stellen @, @ —1, 0 der Differenzengleichung 
inkongruenten Werte von x endlich und von Null verschieden ist. Die 
Funktion w, (a) ist ftir ganzzahliges @ rational, sonst meromorf mit Polen 
in den Punkten «= 0, —1, — 2,...; ebenso ist die Funktion Uy (X) 


meromorf mit denselben Polen. Durch die Substitution ™. statt x 
@ 


erkennt man, daB fiir die Gleichung 


2 
(t — aw) (e—aw+ w) Au(x) + (1— 2a) (%—aw) Au(a) +e? u(x) =0 


i) oO 


die Funktionen 
uw, (x) = w* — Pe ee Ube (8) "09 7 —— YF ) 


ein Fundamentalsystem von Losungen darstellen. Nehmen wir der Ein- 
fachheit halber @ positiv an, so liegen ihre Pole auf der negativen 
reellen Achse in den Punkten x —0, —w, —2o,.... Fthren wir 
jetzt den Grenztibergang @-—-+0O aus, so geht einerseits die Differenzen- 
gleichung iber in die Differentialgleichung 


a? 4” (a) + (1 — 2ec) aw’ (x) + oe u(x) = 0; 


andererseits riicken die Pole immer mehr zusammen, und schlieBlich 
erhalt man unter Berticksichtigung der asymptotischen Eigenschaften 
der Gammafunktion und der Bemerkungen iiber die ¥Y-Funktion in 
Kapitel 5,§1, wofern — a+ ¢ < arcx < m—e (e > 0) ist, die mehr- 
deutigen Funktionen 


U, (%) = 2%, UW, (%) = %* log x 


als Lésungen der Differentialgleichung. Fiir sie ist dann der Null- 
punkt Verzweigungspunkt und die negative reelle Achse Verzweigungs- 
schnitt. 


§ 2. Der Satz von Holder. 


150. Der Unterschied zwischen den Losungen von Differenzen- 
und Differentialgleichungen geht auch aus einem bekannten Satz von 
Holder [x] hervor. Dieser Satz sagt aus, dab die Gammafunktion 
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heiner algebraischen Differentialgleichung geniigen kann, und labt damit 
erkennen, daf& durch Differenzengleichungen transzendente Funktionen 
von wesentlich anderer Natur definiert werden, als es die Losungen 
von Differentialgleichungen sind. Der Satz kann tibrigens betracht 
lich verallgemeinert werden. Hélder selbst betrachtet beim Beweise 


, , . 
zunachst die logarithmische Ableitung Y (a) = = (x) der Gammafunktion 


und reduziert die fiir sie hypothetisch angenommene algebraische 
Differentialgleichung mit Hilfe der Differenzengleichung 


1 


Nc 


YW (aw +1) — ¥ (a) 


so weit, bis er schlieBlich, zu einer Gleichung von der Form 


DX. WY (¢) + R(x) = 0 
s=0 


gelangt, in welcher mindestens eine der Konstanten c, von Null ver- 
schieden und R(x) eine rationale Funktion ist. Diese Gleichung ent- 
halt aber einen leicht ersichtlichen Widerspruch. Von der damit be- 
wiesenen Nichtexistenz einer algebraischen Differentialgleichung fur 
YW (x) aus kannvohne groBe Miihe dieselbe Tatsache fiir die Gamma- 
funktion selbst erschlossen werden. 

Wir wollen hier einen neueren Beweis des Holderschen Satzes 
besprechen, welcher von Ostrowski [1] herrtthrt und das Problem 
sofort fir die Gammafunktion selbst in Angriff nimmt?*). 

Statt allgemein algebraische Differentialgleichungen zu betrachten, 
deren linke Seite ein Polynom in der unbekannten Funktion y und 
ihren Ableitungen nach w mit algebraischen Funktionen von 2 als 
Koeffizienten ist, konnen wir uns auf die Untersuchung solcher Glei- 
chungen beschranken, bei denen die Koeffizienten Polynome in «& sind. 
Indem wir unter der Dimension eines Differentialausdrucks 


Si (ee) yn (5) ny (y”) ee 


die Summe n,-++,-+n,-+--:, unter seinem Gewicht die Summe 
1, + 2N, + 3m, -+---: verstehen, denken wir uns die Glieder auf der 
linken Seite nach absteigender Dimension und die Glieder héchster 
Dimension nach absteigendem Gewicht geordnet. Unter den Gliedern 
hochster Dimension und hdchsten Gewichtes wahlen wir diejenigen 
aus, welche die hdchste Ableitung in der héchsten Potenz enthalten, 
unter diesen diejenigen, welche die zweithéchste Ableitung in der 
hochsten Potenz enthalten, usf. Auf diese Weise gelangen wir schlieh- 
lich zu einem Glied, das ,,héher“ ist als alle anderen Glieder héchster 


*) Noch ein anderer Beweis stammt von Moore [1]. 
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Dimension und héchsten Gewichtes. Dieses Glied wollen wir als , Haupt- 
ghed“ an die Spitze stellen. Nun greifen wir unter allen Differential- 
gleichungen fiir J’(x) die mit einem Hauptglied von méglichst kleiner 
Dimension d, unter diesen die mit einem Hauptglied von méglichst 
kleinem Gewicht g und unter den letzterhaltenen die mit dem niedrig- 
sten Hauptglied heraus. Eine so gewahlte Differentialgleichung mége 


Oy, 2 het) fa 1y3 2) --- = 0 
mit 
fa ly; a) are hee a) oe (Paar 2) +... 
lauten, wobei die Indizes Dimension und Gewicht andeuten sollen. 
Thr Hauptglied sei 


F (y3 2%) = A(x) y* (9) (72 - (yy) (m, > 0). 


Wir konnen auBerdem annehmen, dab A (a) den kleinstmoéglichen 
Grad und den hochsten Koeffizienten 1 aufweist. Hat dann eine 
andere Differentialgleichung fiir I’(xw) das Hauptglied 


A (a) y"° (y’)"* (7) += (yO), 


so ist A(x) ein Teiler von A (a), und die zweite Differentialgleichung 

entsteht aus der ersten durch Multiplikation mit oe 
Mit Hilfe dieser Tatsache wollen wir nun erstens zeigen, dap 

f(y; %) homogen von der Dimension d ist, d.h. daB f,_;(y;) fur 

21> 0 identisch verschwindet. MHierzu ziehen wir die Differenzen- 

gleichung 

heran. Nach ihr gentigt I’(w) auch der Differentialgleichung 


f(xy; «-+1)=0. 
Zufolge den Relationen 
(ey =ay ty, (ay) ay" + 2y',..., (ey) = ay + vyO— 
sind auch die f; (ay; # +1) von der Dimension 7 und die fa, 5 (@Y; a +1) 
von der Form 
fa, (Bs ® 4-1) = 24 f, (yi @+1) +49" fy, o-1 (95 2) 
petal pee y> 2) o> 
woel jf, (és) die Dimension d und das Gewicht ¢ hat. Das 
Hauptglied von f(xy; 2-1) heift 


BAA Lys tniy ody) tes(yel)P. 
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Demnach muB der Quotient 


at A (a+ 1) 


A(x) 
ein Polynom B(x) vom Grade d sein und f(wy;x-+1) aus f(y; #) 
durch Multiplikation mit B(x) hervorgehen: 


f(y; « +1) = B@) fly; 2), 


also 
fons @Y3 OE 1) = 8) oe) aan Oral, 2: 


Nun ist aber, wenn f,_;(y;%) vom Grade d, in bezug auf x ist, 
f,;(%y; « +1) héchstens'vom Grade d,-- d —i. Denn weil f,_,(y; #) 
von der Dimension d—z ist, kann bei Einsetzung von xy statt y 
héchstens x@-* heraustreten. Also muB f,_; (¥; am) fir 14> 0, wie De- 
hauptet, identisch verschwinden. 

Zweitens wollen wir nachweisen, daB fag \Y3 «) konstante Koeffi- 
zienten hat. Diese seien etwa gleich P,(a#), und 


Q (x) = («& — aay (% — dy) (x — ds)" cai 


sei ihr groBter.gemeinsamer Teiler. Die a,, a,, a,,... denken wir uns 
dabei nach abnehmendem Realteil geordnet: 


R (a) > H(a,) > (a, > 


Die Koeffizienten der Glieder héchsten Gewichtes g in fy , (ey; 1) 
sind gleich «?P.(e-+1). Ihr groBter gemeinsamer Teiler ist also 
a4Q(¢@-+1). Andererseits ist aber auch #?P(e+1)=—B(x)P,(a), 
somit 


w(x +1) = B(x) Q (a). 


Folglich muB  «4(% — (a, —1))* (a — (a, —1))®(@ — (a, —1))*--- 
durch Q(x) teilbar sein. Dies fiihrt nacheinander zu 


Gi ORR, 1, Gee a trees ee 
. 7% . 
a, = A, — A, = Pa el i 
Daher wird 
Ge Ney 2 \e2— 3 = ,d=4) B 
B(x) =a" “@-+1) (a + 2) 1g B(x +1), 


wobei 


) é1—e Nép—e 
BG ete eee tae 


ein Teiler von Q(a) ist. Wir zeigen jetzt, da samtliche Koeffizienten 


aller f, ,(y;#) durch B(«) teilbar sind. Da wir den Grad von A (x) im 
Hauptghed méglichst klein angenommen haben, wird dann hieraus 
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folgen, daB B(x «) =1 und demnach das Polynom d-ten Grades B(x) = «4 
sein muB. Es sei namlich ad absurdum ¢ der groBte Wert von s, 


fiir den f, ,(y;#) nicht durch B (a) teilbar ist. Dann sind alle fa, 9 ("93 


x-}-1) mit s >? durch B@ +1) teilbar. Nun ist aber das Aggregat 
der Glieder vom Gewicht ¢ in f(xy; #1) 


e4 fy .(y; eis il haga fa ea,e (3 ©) + wo? fy 40,4 (93 id eng 


wegen fa(@y; *©-+1)=B(x)f,(y; 2) durch B(x), also auch durch 
B(«-+1) teilbar. Dasselbe gilt daher von x¢@ fa,e(ys% 1) oder, da 


B(« +1) zu «@ teilerfremd ist, von fae(y3% +1). Also muB f, ,(y; 2) 
durch B (a) teilbar sein, im Widerspruch zur Voraussetzung. Aus 


w@ P,(x +1) = B(x) P,(w) — a4 P, (2) 


folgt nunmehr unsere Behauptung P;(x)—=konst. Das Aggregat der 
Glieder vom Gewichte (g —1) in f,(ay;a +1) 


a4 Peeon a -}- 1) Ee eee (y; x) 


kann nicht identisch verschwinden, weil f, ,,,(y;%) zugleich mit 
fa, (v3 %) konstante Koeffizienten und das hochste Glied 


oust ity at ayia target aay) o 


hat, und muB durch B(x) = «4 teilbar sein. Dies ist aber offenbar 
unmoglich. Damit ist der Holdersche Satz bewiesen. 


§ 3. Multiplikatoren und adjungierte Differenzengleichung. 


151. Hat man zwei Fundamentalsysteme von Losungen der 
Gleichung (2), etwa w, (),..., u,,(%) und uw, (w),..., u, (a), so miissen 
zwischen diesen Funktionen lineare Relationen mit periodischen 
Koeffizienten von der Form 


(16) é (Gradients) 


us; (x) = Der, (x) u (2) 


bestehen, fiir welche die Determinanten |z,,(x)| und | z,,(w)| von 
Null verschieden sind. Fiir verschiedene Klassen von Gleichungen 
werden wir uns mit diesen Relationen spater noch eingehend be- 
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schaftigen. Umgekehrt stellen, wenn wu, (a), .-., u,, (w) ein Fundamental- 
system ist, auch die Funktionen 


u; (x) = S/n, (2) w, (2) (6 Sasa) 


ein Fundamentalsystem dar, wofern die Determinante |z,,(x)| fir 
alle zu den singularen Stellen von (2) inkongruenten Werte von w 


von Null verschieden ist. 
Schreibt man die Differenzengleichung (2) in der Gestalt 


nee 
(17) Q[u (a) ue +0) + D/9,(2) u(@ + i) =0, 
1=0 
wobel 
pi (x) 
q; (x) = Py (x) 


ist, so sind die Koeffizienten g,() und daher die linke Seite Q[w (x)] 
durch ein Fundamentalsystem u,(x),.-.,u,,(@) eindeutig bestimmt. 
Unter Beachtung von (9) findet man 


D[u(a), uy (%),.-.; Un (2), 


let = ad) pes aren ta aT 


Diese Tatsache ermoglicht, eine interessante Eigenschaft von ge- 
wissen mit der Determinante D(a) verkniipften Funktionen herzu- 
leiten. Wir wollen die durch D(a# -+ 1) dividierte Unterdeterminante 
des Elements u,;(« +) in der Determinante D(a +1) mit u,(x) be- 
zeichnen. Dann gilt 


Dy (x) u;(@ ++ s) = { 


Oormbtr= Ss Al Dh ooo GE == be 
iui? GSS7e6 


Wenn die w,(a) linear unabhangig sind, ist dies, wie aus einfachen 


Determinantensatzen folgt, auch fiir die w,(~) der Fall. Lost man 
nun das Gleichungssystem 


u(x + s)= Sue u;(« + s) (s==0,1,.:5,%—1) 


nach den periodischen Funktionen z;(”) auf, so bekommt man 


Pe DEB) gee ang ee ets (One) 
n—1 


=T,[u@)] = S'%,@)u@ +9). 


s=0 
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Somit verschwindet die Differenz A T,[u(x)] fiir jede Losung 
der Gleichung (17). Diese Differenz muB also bis auf einen Faktor 
mit Q[w(x)] tbereinstimmen, fiir den man durch Vergleich der Ko- 
effizienten von u(x -+ n) gerade mw,(x) erhalt. Es ist daher 


(18) LM; GO lute p= Ne Dae) aan ZN Sr) u(x +s). 


Durch Multiplikation mit w;(x) wird also die linke Seite der 
Differenzengleichung (17) die Differenz einer linearen Funktion von 
u(x), ...,u(¢~+n—1). Dieser Eigenschaft wegen heiBen die 
Funktionen wu; (x) Multiplikatoren der Differenzengleichung (17). Sie 
genigen, wie man durch Vergleich der Koeffizienten von w(x), 
u(w-+1),..., («+ mn) in (18) erkennt, der Differenzengleichung 


(19) Ole @)) Se) +, th (@ +i) u(e +i) =0, 


fur welche sie ein Fundamentalsystem von Losungen bilden. Die Glei- 
chung (19) wird die zu (17) adjungierte Differenzengleichung genannt. 


§ 4. Reduktion der Ordnung bei Kenntnis partikularer 
Losungen. 


152. Kennt man fiir eine homogene lineare Differenzengleichung 


n-ter Ordnung 
(2) P[u()] = D/ 6; () ww +7) = 


ein Element u,(«) eines Fundamentalsystems, so kénnen die wetteren 
Lésungen uy («),..., u,,() des Fundamentalsystems durch Auflosung 
einer Gleichung (n — 1)-ter Ordnung und (n — 1) einfache Summationen 
gefunden werden. Setzt man namlich 


so ergibt sich durch Anwendung der Abelschen Transformation 


oO i i n 
4 
p , a) es 
= aa (¢; ro Ga) py b, sls Ch, > b, 
e— — s=0 s=0 


Nérlund, Differenzenrechnung. 19 
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aus (2) die Gleichung 


(20) =- Save +S nOme+s 


+oe+9) Sh) u, («+ 1) = 


Nach der Voraussetzung, dai wu, (x) eine Lésung von (2) sein soll, 
verschwindet hierin das letzte Glied. Fur 


L v(x) = w @) 
besteht demnach die Differenzengleichung 


n-1 : / 


(21) — Sw (w+ i) 3p, (0), (@ + 8) = 


i=0 oo 


Da der Koeffizient von w(x) gleich — p,(a)u,(~) und der von 
w(« +n —1) gleich p, (x) u,(«-+ n) ist, hat die Differenzgleichung (21) 
die Ordnung n—1. Bedeutet w, (x),..., w,_,(«) ein Fundamental- 
system summierbarer Lésungen von (21), so geniigen die Funktionen 


U,41(%) = 4, (%) 2 w.(z) Az (6 seer 2 ees aha) 


der Gleichung (2). Diese Lésungen bilden zusammen mit u, (#) ein 
Fundamentalsystem fiir (2); denn die Determinante von wu, (”), ..., u, (2) 
hat, wie man sich leicht tiberzeugt, den Wert 


Du, (2). 0-5 (0) 
u, (w)u, (% + 1)--- 4, @-+ » —1)D[w, («),..., w,_, @)]- 


Wenn auch fur die Gleichung (21) eine Fundamentallésung w, (x) 
bekannt ist, so laBt sich nach dem eben geschilderten Verfahren ein 
ganzes Fundamentalsystem durch Auflosung einer Gleichung (n — 2)-ter 
Ordnung und (m — 2) einfache Summationen gewinnen. Dann bekommt 
man also ein Fundamentalsystem von (2) durch Auflosung einer 
Gleichung (nm — 2)-ter Ordnung und (n — 2) zweifache Summationen. 
Die Kenntnis einer Partikularlosung w,(x) ist z. B. vorhanden, wenn 
man aufer u, (x) noch eine zweite Fundamentallésung u,(x) von (2) 
wei; denn dann ergibt sich 


Allgemein erhalt man bei Kenntnis von & Lésungen 1, (a), ..., u, (2) 
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die weiteren durch Aufloésung einer Gleichung (m — k)-ter Ordnung 
und (7 — k) k-fache Summationen. 
Betrachten wir zwei einfache Beispiele. Die Gleichung 


(e+ 1) (a+ 2) —(2e-+ 1) (e@+ 2)u(e+1)+ (&@+1)(@+ 2)u(z)=0 


hat die Losung 


Ue) ae, 
Die Gleichung fiir w(x) lautet 
(«+ 1) w(x +1) —aw(x)=0 


und hat offenbar die Losung 


Also wird 
Up (x) = u, (a) S w(z) Az = 2 P(x). 


Bei der schon am Schlusse von § 1 betrachteten Gleichung 


(x — a) (@ —a@+1)u(e+ 2)— (Qu +1)(@ — aw) u(x +1)+ 2 u(x) =0 


ist 


Aus der Gleichung 
(« +-1) w(x +1) —«xw(z)=0 


ergibt sich wieder 


und 


ve 


uy (x) = u,(2) \ (2) Az= T(x—2) Y (a). 
1 


158. Durch die Transformation 


u (a) = u, (x) v (2) 


entsteht aus P[u (x)| der Ausdruck 


: 


22) Plu @e@—Y we) me +92 ({)Aee) 
=> Ao(s) 3(3 ) p, (a) my (@ +s). 


i=0 Ses 


2. 


To 
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i 
Zur Abkiirzung setzen wir den Koeffizienten von /v(«) gleich 
P,[, (@)}» also 


n 


P,[u,(@)] =) (4) 6,@) 4 (2 +5). 


5—t 


Wenn fiir eine partikulare Lésung u,(v) von (2) nicht nur der 
Koeffizient P,[u, («)] = P[u, (x)] von v(x), sondern auch die Aus- 
driicke P, [u, (a)], ..-, P,_, [w, (")] verschwinden, heift w, (w) eine l-fache 
Lésung der Gleichung (2). Alsdann sind, wie man sich vermoge 
A tae 
(Seon 2) 


\ oa 


(22) iiberzeugt, indem man v(x) gleich 1, eae 


nimmt, 


u, (x), (5) m. @), Cane (7 1) m1 @) 
oder auch 


th (Clg (SE) Tye ee la) 


Lésungen von (2). Falls u,(2) Element eines Fundamentalsystems 
ist, sind diese Lésungen linear unabhangig. Denn bestande zwischen 
ihnen eine Relation von der Form (5), so wiirde an 7 um ganze 
Zahlen unterschiedenen Stellen 


sein, wobei nicht alle 7, (x) verschwinden. Dies ist aber unmoglich. 

Besitzt die Gleichung (2) nur eine einzige mehrfache, und zwar 
l-fache Lésung u,(x), so kann man diese durch eine Summation finden. 
Da namlich 


P, {u(x)] = P[xu(x)| — x P[u(x)] 


ist, hat die Gleichung P, [w(x)]=0 die Funktion w, (x) zur (J — 1)-fachen 
Losung. P[u(a)|=0 und P,[uw(x)]=0 weisen also die gemeinsamen 
Losungen) 14, (2),2 4, (2), 0a ye (v) auf und nur diese. Eliminiert 
man aus den beiden Gleichungen u(« +m), so ergibt sich eine neue 
Gleichung (7 — 1)-ter Ordnung, welche ebenfalls diese Lésungen besitzt. 
Schreibt man in ihr «+1 statt « und nimmt sie nachher zu den alten 
Gleichungen hinzu, so kénnen u(%-+ n) und u(x + —1) eliminiert 
werden, und man stoBt auf eine Gleichung (m — 2)-ter Ordnung ebenfalls 
mit den Losungen u,(«), xu,(x),..., w'-? u,(a). Durch Fortsetzung dieses 
Verfahrens entsteht schlieBlich eine Gleichung (J — 1)-ter Ordnung, welche 
nur jene Losungen hat. Die Koeffizienten dieser Gleichung setzen sich 
rational aus den Koeffizienten der urspriinglichen Gleichung P [u (a) | == 

fur #,x+1,...,~a+"—I1]—1 zusammen. Stellt man fiir die eben 
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gefundene Gleichung (J — 1)-ter Ordnung den P,_, [u(x)] entsprechenden 
Ausdruck her, so liefert dieser, gleich Null gesetzt, eine Differenzen- 
gleichung erster Ordnung fiir u,(~). Eine derartige Gleichung 1aBt 
sich aber, wie wir sogleich sehen werden, immer durch eine Summa- 
tion auflosen. Damit ist unsere Behauptung bewiesen. Nach Er- 
mittlung der mehrfachen Losung kann die Gleichung (2) mittels des 
zu Anfang des Paragrafen geschilderten Verfahrens von ihr _befreit 
und damit bis auf Summationen auf eine Gleichung (m — /)-ter Ord- 
nung reduziert werden. 
Beispielsweise hat die Gleichung 


P[u(%)| = (@ —2)u(v@-+ 3) — (5a—9)u(e + 2)-+4(2” — 3)u(e+1) 


) 
eine Doppellésung. Die Elimination von u(#-+ 3) aus P[u(~)]—= 
und 


P, [uw (a)| = 3(@ — 2)u(a + 3) — 2(5a — 9) u(x + 2) 
+ 4(2%—3)u(e@+1)=0 


liefert, wenn man x-+1 statt x schreibt, die Gleichung 
(5% — 4)u(% + 3) — 8 (2% —1) u(x + 2)+122u(¢+1)=0. 


Eliminiert man aus allen drei Gleichungen u(a-+ 3) und u(a-+ 2), 
so entsteht fiir die Doppellosung die Gleichung 1. Ordnung 


u(x +1)— 2u(a) = 0. 
Diese hat die Losung 
Wb, (os BE 


Demnach besitzt die urspriingliche Gleichung die Losungen 
u, (vw) == 2" -und ’‘u, (4) = 2-2”. 
Als dritte Losung findet man 
Uae) = 


154. Wie oben bemerkt, laBt sich eine homogene _lineare 
Differenzengleichung 1. Ordnung 


(23) p, (2) u(e +1) + po (x) u(x) = 0 


durch eine Summation aufldsen. Das Verfahren hierzu haben wir 
bereits bei der Betrachtung der Differenzengleichung (7) fir die 
Determinante eines Fundamentalsystems kennengelernt. Durch 
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Logarithmieren bekommt man 


A log u (x) = log = pt) , 


also, wenn die rechtsstehende Funktion summierbar ist, 


iS (2) 
S log (-25 £2 


‘ P; (2) 
(24) u(x) = a(a)e 


Sind p,() und #, (x) rationale Funktionen, so kann u(x) nach dem 
Muster von (8*) durch Gammafunktionen ausgedriickt werden. 
Als Beispiel nehmen wir etwa die Gleichung 


au (a +1) —e* u(x) =0. 
Hier wird 
x 


5 (z—logz) A oe Bo @) 
u(z) = 2 (2)¢ ASU REOL: 


155. Besonders einfach gestalten sich die Erorterungen dieses Para- 
grafen, wenn es sich um eine Differenzengleichung 2. Ordnung 


(25) pa (x) u (@ + 2) + p, (#) u (@ +1) + by) u (2) = 0 


handelt. Will man zu einer bekannten Partikularlosung uw, (x) eine 
zweite ermitteln, so ergibt sich als Differenzengleichung fiir w(x) eine 
Gleichung 1. Ordnung 


py (u) u, («+ 2)w(x +1) — py (x) u, (x) w(x) = 0. 


Ihre Losung heiBt, falls die Funktion log Po (a) summierbar ist, 


Pz (x) 


x 
(2) 
S log Po Az 
x (x) cee) 


PACE octave yy 


die zweite Losung der vorgelegten Gleichung wird dann 


Zu diesem Ergebnis gelangt man einfacher, wenn man bedenkt, daB 


Uy (%) uy (e+ 1) — u,(% + 1) u(t) = D(x), : 
also 
A Ue (x) — Dw) 7 
4, (a) u, (%) u, (x + 1) 
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ist. Hieraus entflie®t namlich 


= eee 
cols tu) 5 wu, (e+) O* 
Drickt man D(w#) nach (8) durch die Gleichungskoeffizienten aus, so 
ist dies das alte Ergebnis. Beispielsweise stellt fiir die Gleichung 


wu(e+ 2)—4(22?+e+h)u(@+1)+4(e+1)P?u(z)=0 


die Funktion 
th, () == 2” 


eine Lésung dar. Fir w(x) gewinnen wir 


x 
> 4(z+1)? — 
S log = 


2 Ly 


Leap TG ee alta 


w (x) ae Ox. 9x4tt T? (x) 


und fiir w, (x) 


x 


€ x 
Use) = OS D2 re Dey 


0 


Wenn eine Differenzengleichung 2. Ordnung (25) eine Doppel- 
losung hat, kann sie durch eine Summation aufgelost werden. Denn 
die Doppellosung gentgt der Gleichung 1. Ordnung 


p, () u(e +1) + 2p9(%) u(x) = 0. 
Lautet z. B. die gegebene Gleichung 
u(a + 2) — 2(@+1)u(@+1)+2(4+1)u(a) =0, 


so bekommt man 


u(x +1) — xu(x) = 0, 
also 


Uy (x) = I(x), Uy (w) = aI"(a). 


§ 5. Gleichungen mit konstanten Koeffizienten. 


156. Wenn die Koeffizienten der Differenzengleichung (2) Kon- 
stanten sind, diese also die Form 


n 


(26) P[u(x)] = >) c,u(e +1) =0 


t=0 
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hat, konnen wir die Auflésung vollstandig durchfihren. Ohne Beschran- 
kung der Allgemeinheit diirfen wir annehmen, dal c, = 1 und ¢, + 0 ist. 
Setzen wir 


so ergibt sich nach (22) 


Plu(«)] = Saws ‘Ve, juts 


=s 
+=0 3 


yes Avs) 5 Ss s(s —1)---(s —¢+ l1)c,2*. 


1=0 


Diese Beziehung 1aBt sich besonders tbersichtlich schreiben, wenn 
wit die charakteristische Funktion 
od MA AA TARAS ALAM AOE 


n 


f= Diet 


4=0 


der Gleichung (26) einfiihren. Dann wird namlich 


(27) P[u(x)] = ~ aes ICT OH 


Hieraus ersieht man, da P[u(x)] verschwindet, wenn Olea 1 


und fiir ¢ eine Wurzel a der charakteristischen Gleichung 
(28) fi) =e" doe, thee rer 


gewahlt wird. Die Gleichung (28) ist vom Grade und hat wegen 
Cy) = 0 lauter von Null verschiedene Wurzeln. Falls ihre Wurzeln 
Q,, G,---, 4, alle vonemander verschieden sind, bilden die durch sie 
pelieferten Lésungen von (26) 


ein Fundamentalsystem; denn die Determinante 


D(x) =|ar™*|= (aa, ---4,)” TT (a, —4,) = [(—1)"e]” I (a, —4,) 
; i>s i v>s 
4,8=1,++-,n 4,8=1,---,n 

verschwindet nirgends. Die allgemeine Losung von (26) laBt sich 

dann in der Gestalt 
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schreiben. Anders ist. es, wenn die charakteristische Gleichung mehr- 
fache Wurzeln besitzt. In diesem Falle bekommen wir auf die bis- 
herige Art nicht die geniigende Anzahl von Lésungen fiir ein Fun- 
damentalsystem, wohl aber gelingt dies, wie schon unsere allgemeinen 
Betrachtungen iiber mehrfache Losungen in 153. lehren, durch passende 
Annahmen uber die Funktionen v(x). Es seien etwa a,, a,,..., a, die 
voneinander verschiedenen unter den Wurzeln, nach abnehmendem 
Absolutbetrage und bei gleichem Absolutbetrage nach abnehmender 
Vielfachheit geordnet, a, eine [-fache, a, eine m-faché, =.) a, eme 
g-fache Wurzel. Dann ist offenbar z. B. a% eine J-fache Loésung der 
Gleichung (26), so daf& die durch die Annahmen v(x) = 1, v(x) =a, 
.., v(%) =2'1 entstehenden / Funktionen 


x x x 
Dime Ce ee ee Ay 
partikulare Losungen darstellen. Die auf diese Weise erhaltenen n 


Losungen bilden ein Fundamentalsystem. Zwischen ihnen kann nam- 
lich keine homogene lineare Relation von der Form 


a ail 
ai[n, (a) +an,(z) +-.--+2'? n,(0)] 
ax 
+ ay [7,44 (%) + & 74 4(") +--+ 2 
in der die a;(x) irgendwo von Null verschieden sind, bestehen. Es sei 
zunachst |a,|>|a,|>--->|a,|. Dann erhalt man, indem man 
GUTH ai we de ne ae Nee Oe; a wea, Gs, 7.5 cividiert 
und « in ganzzahligen Schritten nach rechts ins Unendliche gehen 
labt nacheiuander a, (¢)== On, 5, (0) == -0,..-, 04) == 0, 22,.,, (@) =O, 
Teena eOurere et) == O00, Durch dasselbe Verfahren gelangt 
man auch zum Ziele, wenn Wurzeln von gleichem Absolutbetrage 
vorkommen. 


Die allgemeine Losung von (2) lautet also im gegenwartigen Falle 


u(x) = ay [x, (a) + x7, (x) 4 +++ a? 7, (x)] 


i ay ree (a) ap UT 49 (x) saree ge T+ m (x)| 


ban [Iq 94a (*) +m, 9 49(8) +--+ 27 x, (2)]. 


Wir kénnen den Betrachtungen fiir Gleichungen mit konstanten 
Koeffizienten noch eine etwas andere Wendung geben, die uns spater 
in Kap. 14, § 2 beim Studium inhomogener Gleichungen nutzlich sein 
wird. Es sei g(t,x%) ein Polynom (m—1)-ten Grades in ¢, dessen 
Koeffizienten willkiirliche periodische Funktionen von x sind. Dann 
stellt das Integral 


é A (peau) 
(29) WU, (2) = sal! f@) dt 
re 


998 Zehntes Kapitel. Allgemeines iiber homogene lineare Differenzengleichungen. 


eine Lésung von (26) dar. Hierbei soll f(t) wie friher die charakte- 
ristische Funktion der Gleichung (26) und J", eine geschlossene, im 
positiven Sinne durchlaufene Integrationskurve bedeuten, welche eine 
der Wurzeln a, von f(t) =O in ihrem Inneren enthalt, die anderen 
Wurzeln und den Nullpunkt hingegen ausschlieBt. Durch Einsetzen 
findet man ja 


weil der Integrand im Inneren von I’, und auf J", regular ist. Das 
Integral (29) laBt sich leicht auswerten. Ist a, etwa eine k-fache 
Wurzel, so gilt in der Umgebung von a, 


t,@) __ _%(#) a(t), ale | 
TG eA, | are Caicrs oo + G(t, x), 


wobei G(t, x) eine im Inneren von J’, und auf J’, regulare Funktion 
von ¢ bezeichnet und gq, (x),..., ,,(v) periodische Funktionen von # 
sind, ferner 


mma tus Ty RES tp 


as as 


u,(%) ergibt sich daher als Residuum zu 


u, (2) = at 4, (2) + 2771) +. + EG 


Jeder k-fachen Wurzel der charakteristischen Gleichung entspricht 
also in Ubereinstimmung mit dem Friiheren eine Lésung u,(%), welche 
k willkurliche periodische Funktionen enthalt. Fir die allgemeine 
Losung findet man dann einen entsprechenden Ausdruck wie. oben. 


157. Differenzengleichungen mit konstanten Koeffizienten treten 
in vielen Zweigen der reinen und angewandten Mathematik auf; sind 
doch z. B. alle Rekursionsformeln weiter nichts als derartige Differenzen- 
gleichungen. Ferner fuhren zahlreiche Probleme der Wahrscheinlich- 
keitsrechnung (Czuber [r]) und der Mechanik (Funk [1], Fritsche [r}) 
unmittelbar auf solche Gleichungen; ein fiir technische Anwendungen 
wichtiges Beispiel ist die Clapeyronsche Gleichung beim durchlaufenden 
Trager. 

Hier wollen wir nur ganz kurz ein Beispiel beriihren, das uns 
zu einer weiterftthrenden Fragestellung AnlaB geben wird. Will man 
eine gebrochene rationale Funktion in eine Potenzreihe entwickeln: 


1 = : 
= Sy Oy (¢,4:0, ¢, = 1), 


n onal 
Gt ite Sec eee oy 


§ 5. Gleichungen mit konstanten Koeffizienten. 999 


so erhalt man zur Bestimmung der Koeffizienten die Formel 
Cog ain Ca Ue ey ey Meaty = O (s> = 0); 


die, wenn man statt des Index s eine freie Veranderliche x schreibt, 
gerade mit der Differenzengleichung (26) tbereinstimmt. Nun weib 
man aus der Funktionentheorie, daB der Konvergenzradius der rechts- 
stehenden Reihe durch die absolut kleinste Nullstelle des Nenners 
links, d.h. das Reziprokum der absolut gr6éBten Wurzel der charakte- 
ristischen Gleichung (28) der Differenzengleichung (26) bestimmt ist. 
Andererseits wird aber der Konvergenzradius durch den Grenzwert 


des Absolutbetrages fiir das Verhaltnis Tet bei zunehmendem ganz- 
zahligen s geliefert, vorausgesetzt, da® dieser Grenzwert existiert. 
Hierdurch wird die Frage nach dem Zusammenhang des Grenzwerts 
lim ee mit jener absolut groBten Wurzel der charakteristischen 
8s> @ 


Gleichung nahegelegt. In der Tat zeigt sich, daB beide im allgemeinen 
nicht nur dem Betrage nach, sondern tiberhaupt gleich sind. Wenn 
namlich die Wurzeln der charakteristischen Gleichung dem absoluten 
Betrage nach verschieden sind, also |a,|>|a,|>--- > |a,| ist, so 
lautet die allgemeine Lésung der Differenzengleichung (26) 


u (2) =m, (2) af + m4(z)af +--+, @)a 
Es wird daher 


u(s+1) _ ila Ones LOG es i vole 
Hi) ai =) (8) + +(2)) 
und im allgemeinen’*) 
fins me es 


Nur wenn z,(s)=0 ist, wird der Grenzwert gleich a,, wenn auch 
m,(s) = 0 ist, gleich a, usw. SchlieBlich gilt fiir die Losungen z,, (yas 


u(s+1) 
WAG) 


lim 

san 
Fiir diese sehr speziellen Losungen ist also der Grenzwert gleich der 
absolut kleinsten Wurzel. 


1) Diese Tatsache ist die Grundlage der von Daniel Bernoulli [1] an- 
gegebenen Methode der numerischen Auflésung von Gleichungen mittels re- 
kurrenter Reihen, vgl. Euler [7], Kap. 17. 
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Entsprechende Ergebnisse erzielt man, wenn man 2 nicht durch 
die ganzen Zahlen, sondern von einem beliebigen Anfangswert x, 
aus in ganzzahligen Schritten nach rechts ins Unendliche gehen lafit. 
Jedenfalls sehen wir, da® fiir jede Losung (abgesehen von der 
trivialen “(x)= 0) der Grenzwert lim oe existiert und gleich einer 

s>o 

Wurzel der charakteristischen Gleichung ist. Dies gilt auch noch, 
wie man sich leicht tiberzeugt, wenn die charakteristische Gleichung 
mehrfache Wurzeln hat, von denen die voneinander verschiedenen 
auch verschiedenen Absolutbetrag besitzen. Ganz anders werden die 
Verhaltnisse hingegen, wenn unter den Wurzeln solche von gleichem 
Absolutbetrag, aber verschiedenem Arkus vorkommen. Dann braucht 
jener Grenzwert nicht mehr fiir jede Losung zu existieren. Ist z. B. 
Lay | ==Aa, |, a= aaa SO cistyser fur: 47, (2) a7 > ore as aur. ber 
nz, (s)== 0 oder a,(s) =O nicht vorhanden. 

Fir jede Losung existiert der Grenzwert also dann und nur dann, 
wenn die voneinander verschiedenen Wurzeln der charakteristischen 
Gleichung auch verschiedene absolute Betrage haben. ‘Treten ver- 
schiedene Wurzeln vom selben Absolutbetrage auf, so gibt es ftir jede 
Wurzel a; immer wenigstens gewisse Partikularlosungen, bei denen 
der Grenzwert vorhanden und gleich a; istameishez..>. a, eine /-fache 
Wurzel, so ist dies fir die 7 Losungen 


OER AY eR ee Ah 
der Fall. 

Was ist das Analogon dieser Betrachtungen, wenn die Differenzen- 
gleichung nicht konstante, sondern variable Koeffizienten besitzt? 
Mit dieser Fragestellung betreten wir den Gedankenkreis des in der 
Einleitung dieses Kapitels erwahnten Poincaréschen Satzes, der uns 
im folgenden Paragrafen beschaftigen wird. 


§ 6. Der Satz von Poincaré. 


158. Der Satz von Poincaré und die daran anschlieBenden Unter- 
suchungen handeln von Differenzengleichungen der Form 


n-1 


(30) u(s + n) >) q,(s)u(s +72) = 0, 


in denen die Veranderliche s eine positive ganze Zahl ist. Wir ver- 
lassen damit, wie es fiir die Zwecke dieses Paragrafen vorteilhaft 
ist, eine Weile unseren sonst immer eingenommenen Standpunkt, die 
Losungen einer Differenzengleichung als Funktionen einer komplexen 
Variablen zu untersuchen. Die Koeffizienten q,; (s) mégen Funktionen 
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sein, welche fiir s=0,;1,2,... definiert sind. Dann 1aBt sich der 
Problemkreis des Poincaréschen Satzes folgendermaBen umschreiben: 
Man soll aus dem als bekannt angenommenen infinitdven Verhalten der 
Koeffizienten q;(s) einer gewissen Differenzengleichung das infinitare 
Verhalten der Lésungen ermitteln. Diese Fragestellung begreift weite 
Gebiete der Analysis unter sich, vieles aus der Lehre von den un- 
endlichen Reihen, Produkten und Kettenbriichen, weiter interessante: 
Untersuchungen uber lineare Differentialgleichungen, namentlich tiber 
diejenigen Integrale, bei denen der Konvergenzkreis iiber die nachst- 
gelegene singulare Stelle der Differentialgleichung hinausreicht, die 
also an der singularen Stelle regular bleiben, und anderes mehr. 
Zunachst nehmen wir an, dafs die Koeffizienten q,(s) je einem 
bestimmten endlichen Grenzwert c,; zustreben, wenn s unendlich zu- 
nimmt. Eine Differenzengleichung, bei der dies der Fall ist, wollen 
wir eine Poincarésche Differenzengleichung nennen und fiir sie den 
Quotienten poe 
u (s) 
groBe s nur wenig von einer Differenzengleichung mit konstanten 
Koeffizienten abweicht, darf man erwarten, daB “o- ein ahnliches 


Verhalten aufweist, wie wir es im vorigen Paragrafen bei Differenzen- 
eleichungen mit konstanten Koeffizienten gefunden haben. In vieler 
Beziehung ist es auch wirklich so, wahrend sich in gewissen Punkten 
weitgehende Unterschiede zeigen. Namentlich Perron [3, 4, 5, 6, 7, 11, 
12, 14] hat diese Fragen in tiefgriindiger Weise untersucht. 

Wir bilden mit den Grenzwerten c, der Koeffizienten die charakte- 
vistische Gleichung 


(31) Peet oe ly ee ce 0: 


Ihre Wurzeln seien @,, a,,...,@, mit den absoluten Betragen 
0,; Og, 7 O,-= Dann lautet der Satz von Poincaré [r]: 

Wenn die Wurzeln der Gleichung (31) dem absoluten Betrage nach 
alle verschieden sind, strebt fiir eine Losung der Gleichung (30) das 


ite ies 1 
Verhaltnis dee) 
u (s) 
der gleich einer jener Wurzeln ist. 
Zum Beweise denken wir uns die Wurzeln so numeriert, daB 


bei wachsendem s untersuchen. Da sie fur sehr 


bei zunehmendem s einem bestimmten Grenzwerte zu, 


a 


sed ot tS 
ee as n 


(32) |a,| >| 4, 
ist, und schreiben unter Einfiihrung des Unterschiedes der Koeffizienten 
von ihren Grenzwerten die Differenzengleichung (30) in der Form 


n—1 


(33) u(s +n) +>! (c, +n; (s)) «(s+ 4) = 0 


4=0 
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mit 
lim y,(s)=0 (6=0,1,....2—1). 


s>@n 


Bei einer Differenzengleichung mit konstanten Koeffizienten multi 


ia% . . . as ° & oe :' 
plizieren sich die Partikularlosungen aj,..., a, Je mit a,,...,@,, wenn 


s in s-+1 wtbergeht. In Anlehnung hieran fihren wir fur unsere 
Differenzengleichung (30) m Funktionen y, (s), ..., v,,(s) derart ein, dab 


u (s) = v,(s) + U,(s) +--+ + el 
( u(s + 1) ie Gj 04\S) ais ag Vs (S) ean a, Pn (8) 
ie Hine om, 
u(st+n—1)=ul*v,(s) + af”? 0, (s) +-- eat 4 Cae 
wird. Dies ist mdglich, weil die Determinante dieser Gleichungen zu- 
folge der Annahme (32) nicht verschwindet. Nun missen wir zusehen, 


wie sich die Funktionen »,(s),...,v,(s) verhalten, wenn s um 1 zu- 
nimmt. Setzen wir 


PEO hag, cat 6 cioce tea Cy 
a ON ee Se ee 


so erhalten wir mit Hilfe des aus (34) fiir s+ 1 statt s entspringen- 
den Gleichungssystems 


dio u(s +1) + djiu(s+2)+---+djn.u(stn—1)+u(s+n) 
= f(a) 4,(s +1) 


oder, wenn wir fiir w(s-+m) seinen Wert aus (33) eintragen, 


n—2 


f’ (a,)»,(s +1) = ap lo pal Ana. )— Salo u(s LB). 


k= 


Drucken wir in dieser Gleichung alle auftretenden u(s + k) ver- 
moge (34) durch v,(s),...,v,(s) aus, so ergibt sich 


f’ (a) 0,(s +1) = 4,f' (@)o + Sal (s) », (s) 


wobei die ¢,(s) lineare Verbindungen der 7,(s) sind, also mit zu- 
nehmendem s nach Null streben. Da die » Wurzeln a; laut Annahme 
voneinander verschieden sind, diirfen wir durch f’ (a ; dividieren und 
bekommen dann in 
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(35) v,(s + 1) =a,0,(s) + D7 6, (s) 9, (8); 
k= 
ime... (s)=0 glee whe oy 10), 


s> a 


die gesuchte Beziehung zwischen v,(s-+1) und y,(s). Es verhalten 
sich also die v,(s) ,,beinahe“ wie die Partikularlésungen a einer Glei- 
chung mit konstanten Koeffizienten. Nun schlieBen wir den trivialen 
Fall, da®B u(s) von einem gewissen s an identisch verschwindet, von 
der weiteren Betrachtung aus. Dann sind auch die y,(s) nicht iden- 
tisch Null. Wir konnen daher fiir jedes s einen Index 7, eindeutig 
so bestimmen, daB y;. (s) seinem (positiven) absoluten Betrage nach von 
keinem anderen v,(s) tibertroffen wird und im System y, (s),..., v, (s) 
am weitesten links steht: 


| ¥,(s)| > 0 
=| 


| v,,(s) | 
| %, Setioeslit ture sry. 


v, (s) | fur Read 


Von einem geniigend groBen s an muB j7,,,<j7, sein. Da 
namlich nach (32) &e 21 fir 7<f ist, kann ein 6>0 so ge 
Qi 
wahlt werden, daf& auch 


fers 


aod ‘uae © <2 (2 weil? == ab, Wh oocy 7 Uh 


Oz. 


ist. Nimmt man dann s so groB, daB fiir s, s+1, 


len (s)| <> 


n 
ist, so schatzt man nach (35) ab 
|; (8 + 1)| & (ei, — 8) 4,(8) 
ey etl) | = (Or oe O17, (5) |- 
Ware nun 7, < j,,1, S0 erhielte man wegen vj,(s) += 0 


bp mor 1)| 
| 


a u, ©) 


; hams 
bat pot Fai 


im Widerspruch zur Definition von 7,,,. Es kann also 2, (s) fur ge- 


niigend groBe s im System v,(s),...,v,(s) nicht mehr nach rechts 
ricken. Da alle 7, nur gleich 1, 2,..., sein konnen, muB daher 
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von einem gewissen s an 7, konstant bleiben; es sei etwa 7, =] fur 


S19 we alsO clut eens 
| ¥,;(s)| a 0, 

(36) |x; (s)| >], (s)| far & <7, 
Jo(s) [2 |oq(6)| fir b> 7. 


Wir wollen zeigen, dab 


(37) lim *©) 9 fiir R+y 


ist. Es sei namlich ad absurdum 
lim sup | a = )| 
v; (Ss) 


saa 


und etwa k<j7. Aus (35) und (36) rechnet man dann aus 
PAR Geka — d[a,(s)|, 
|e; (s + 1)| S @| 9%; (s)| + 4|4,(s)| 

bei beliebig kleinem 6 > 0, weiter 


en] ST 91)T — 
0; | %(s)| +8] 9% (s) | 


jve(s) | (@ +8) (+8) +8 
Uy (s) oe Q;, 


Up (S + 
vey et 


bei beliebig kleinem ¢>0. Andererseits wird aber auch fiir ge- 
elgnete s 


also 
(~ +8) (o;+9) +96 
kk 


Dies ist aber wegen 0;< 0, bei; >k fir beliebig kleine «> 0, 
Od > 0 unmoglich. Ganz ahnlich konnen wir schlieBen, daB auch die 
Annahme k >j7 unzulassig ist, womit dann die Relation (37) voll 


standig bewiesen ist. WVermége (37) folgt aus den beiden ersten 
Gleichungen von (34) 


(Bo > th 


lim u(s) ei lirics 


gro (S) p> eS) anit: 


und hieraus durch Division 
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(38) erence ee 


u(s) a 


toon 


Diese Formel enthalt aber gerade den Satz, den wir beweisen wollten. 

Bei der verwickelten Art, wie wir den Index 7 gewonnen haben, 
laBt sich von vornherein nicht tbersehen, welcher von den Wurzeln 
Ged Oe Quotient ee fur irgend eine Losung zustrebt und 
ob es fur eine beliebig herausgegriffene Wurzel a. immer Partikular- 
losungen gibt, fur welche die Gleichung (38) besteht. Dies ist eine 
ganz neue Fragestellung. Die Antwort auf sie gibt der Satz: 

Wenn in der Differenzengleichung (30) der Koeffizient qy(s) fiir 
s=0,1,2,... von Null verschieden ist, so besitzt sie n linear un- 
abhingige Partikularlésungen u,(s),.-..,u,(s) derart, daB die Be- 
ziehungen 


(39) bmn eer er, Sap, . seh) 


&>o@ 
gelten. 
Hieraus laBt sich entnehmen, daf ftir das allgemeine Integral 


u (s) HG ade (s) oe Te Us (s) ae —s sg ais U, (s); 


worin 7,,%,---,%, beliebige Konstanten sind, bei a, + 0 
. u(st+i 
hm eee a 
sao u (s) 


und fur ein Integral der co”—/+!-fachen Schar 


U (s) = Tt; U; (s) =p ee si Ty, u,, (s) 
bei 2,=- 0 
: u(s+1) 
mula 


lim 


s>n 
ist. Denn fiir i<k gilt bei passendem 6 > 0 


+6 
GQ ee ey 
0; —0 


und 


| w,,{s)| << C(e,+ 6¥, 
Iu, (8) | > Cyl, 8" > 0, 


wobei C und C, von s unabhangig sind, also 


| Mn (S)| eG at > 0 
ole Gs 


Nérlund, Differenzenrechnung. 20 


306 Zehntes Kapitel. Allgemeines tiber homogene lineare Differenzengleichungen 


Hieraus folgt dann 


und weiter (39). 

Der Beweis des Satzes, welcher fiir » = 1 unmittelbar einleuchtet, 
kann durch vollstandige Induktion erbracht werden, ist jedoch nicht 
einfach. Wir miissen uns darauf beschranken, hierfiir wie ftir weitere 
Ausfiihrungen tuber die im folgenden dargestellten Untersuchungen auf 
die Literatur, namentlich auf die sch6nen Arbeiten von Perron [3, 5, 11] 
zu verweisen. 

Diejenige bis auf den Faktor a, eindeutig bestimmte Partikular- 
losung wu, (s), fiir welche 

ees OE 

ene (s) n 
also gleich der absolut kleinsten Wurzel ist, nennt Pincherle [21] 
die ausgezeichnete Lésung; er bezeichnet diesen Begriff als eine Ver- 
allgemeinerung des Kettenbruchs. 


159. Verwickelter werden die Verhaltnisse, wenn unter den 
Wurzeln der charakteristischen Gleichung (31) solche von gleichem 
Absolutbetrage vorkommen. Von der Mannigfaltigkeit der alsdann 
moglichen Falle wollen wir uns durch einige Beispiele uberzeugen. 

Wenn die Gleichung (31) ungleiche Wurzeln vom selben Absolut- 
betrage hat, braucht der Grenzwert lim ae fiir keine einzige Lésung 

s>o 
vorhanden zu sein, im Gegensatz zu den Differenzengleichungen mit 
konstanten Koeffizienten, wo er wenigstens fiir ” linear unabhangige 
Partikularlosungen  existiert. Betrachten wir z. B. mit Perron [5] die 
Differenzengleichung 


f pas 8 
(40) u(s + 2) (1 ( ze \u (s)= 0 
mit der charakteristischen Gleichung 


fi) = tle 0 


und den Wurzeln 


le to le 
: Ac 5 CHG Al i ; AE, ; 
Hier existiert lim ““ 5 fur keine einzige Losung; denn es ist offenbar 
sD 
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bei beliebigem u(0)-und w(1). Wenn u(0)=0 oder u(1)=0 ist, 
so wird allgemein (2s) 0 bzw. u(2s + 1)=0, also der Grenzwert 
sinnlos. Wenn hingegen u(0)=+ 0, u(1)=0 ist, ergibt sich 


lim | #(2.s)| =o, lim |w(2s + 1)|=0, 
sao $a 
sodaB der Quotient a a dem Betrage nach einmal sehr gro, ein- 


mal sehr klein wird und keinem Grenzwert zustrebt. 

Wenn die charakteristische Gleichung (31) zusammenfallende 
Wurzeln hat, braucht der Grenzwert ebenfalls ftir keine Losung zu 
existieren, wieder im Gegensatz zu den Differenzengleichungen mit 
konstanten-Koeffizienten, wo er, falls die voneinander verschiedenen 
Wurzeln verschiedene Absolutbetrage haben, sogar ftir jede Losung 
vorhanden ist. Zu dem Ende betrachten wir eine Differenzengleichung 
2. Ordnung (vgl. Perron [12]) 


u(s + 2) + q,(s)u(s + 1) + g(s)u(s) = 0 
mit 
lim g;) (S == ¢;; Mit. 108) cee Cn 
cary sn 


Sind die Wurzeln a, und a, der charakteristischen Gleichung 


piel Cue tC ta) 


einander gleich, so wird c, = — 24,, ¢,=4,", also 
; : he Birks 
linyg,(S)= — 24,, lim g, (s) = 4@?. 

s>o s>o@ 


Im Falle a,=-0 diirfen wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit 
a, =1 annehmen, wie man durch die Substitution 


u(s) = aj w(s) 


erkennt, und also die Differenzengleichung in der Form 


(41) u(s + 2) — (2+ n, (s))w(s + 1) + (1 + 79(s)) u(s) = 0 
mit | 

Haat 77065) =O), lim 7 (s) = O 

oo sw 


schreiben, fiir welche die charakteristische Gleichung 
fp—2tt1i=—0 


die Doppelwurzel 1 hat. 
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Im Falle a, =0 hingegen handelt es sich um eine Differenzen- 
gleichung der Gestalt 


(42) u(s + 2) + n, (s)u(s + 1) + No(s) u(s) = 


mit 
lim 97; (s)ie=20, liming (Ss) == 0. 


s >a sao 


Weder fiir die Gleichung (41) noch fiir die Gleichung (42) muB der 
Grenzwert lm as notwendig vorhanden sein. Ein einfaches Bet- 
U 
Sra 


spiel fiir den zweiten Fall bildet die Gleichung 


Seo rly eae ee 
Caarepey 


u(s + 2) 


flr welche 


s+l 
u (2s) =gepi* O), 


03 : 
u(2s+ 1)= gay e@sqait) 


ist. Mittels des bei der Gleichung (40) angewandten Verfahrens tber- 
zeugt man sich leicht vom Nichtvorhandensein des Grenzwertes. Man 
kann jedoch Bedingungen fiir die Funktionen y, (s) und y, (s) aufstellen, 
welche die Existenz des Grenzwertes gewahrleisten. Perron [12] hat 
in dieser Hinsicht bewiesen: 


I. Wenn in einer Differenzengleichung der Form (41) die 
Funktionen 7,)(s) und y,(s) fir hinreichend groBe Werte von s den 
Bedingungen 

1, (s) 20; n,(s) — no (s) 2 0 


genugen, dann gilt fur jede von einem gewissen 5 an nicht dauernd 
verschwindende Losung die Beziehung 


II. Wenn fur eine Differenzengleichung der Gestalt (42) 


li ; No (S) wed 
spa (S—1) 1, &) 


existiert und nicht gerade eine reelle Zahl > ist, so wird fiir jede 
zuletzt nicht dauernd verschwindende Lésung 


lm Wss0)) == 
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160. Die bisher nétigen Unterscheidungen verschiedener Falle fallen 
fort, wenn man statt des Verhaltnisses eS den Ausdruck V u(s)| 
betrachtet, wobei man dann freilich nur Ergebnisse iiber absolute 


Betrage bekommt. Von Perron [5, 14] rihrt folgender Satz her: 


E's seven 24 = 04) %q, %3)- ++) %m, == 0, die voneinander verschiedenen 
absoluten Betrage der Wurzeln der charakteristischen Gleichung (31) in 
abstergender Rethenfolge und e, die Anzahl der Wurzeln vom Absolut- 
betrage x,, mehrfache mehrfach gezahlt, sodap 


ist. Dann hat die Differenzengleichung (30), wofern qy(s) fiir alle s 
von Null verschieden ist, ein Fundamentalsystem von Lésungen, die 
devart in m Klassen zerfallen, dap fiir die Losungen der l-ten Klasse 
und deren lineare Verbindungen 


gilt. Die Anzahl der Losungen in der l-ten Klasse ist gleich e,. 


Wenn die Einschrankung g,(s)==0 nicht gemacht wird, besteht 
der Satz nicht mehr. Jedenfalls aber kann man dann behaupten: 


Bei jeder Loésung u(s), die fiir wnendlich viele s von Null ver- 
schieden bleibt, ist 
lim sup VI u(s) | 
so 
gleich dem absoluten Betrag einer Wurzel der charakteristischen Gleichung. 

Wenn die absoluten Betrage der Wurzeln der charakteristischen 
Gleichung voneinander verschieden sind, folgen diese Tatsachen, wie 
man leicht sieht, unmittelbar aus dem Satz von Poincaré. 

Das zuletzt angefiihrte Theorem 1]aBt sich besonders rasch mit 
Hilfe der Theorie der Summengleichungen beweisen (Perron [14)). 
Als Summengleichung (Horn (3, 10], Perron [13]) bezeichnet man ein 
System von unendlich vielen linearen Gleichungen mit unendlich vielen 
Unbekannten, bei dem allemal in der (u -+ 1)-ten Gleichung die yw ersten 
Unbekannten fehlen, das also die Form hat 


an 


DEL A Wee (iia 0; LP2iiees) 


v=0 


Insbesondere gibt der Perronsche Satz eine erschopfende Aus- 
kunft auf die Frage, die uns im vorigen Paragrafen an den Satz 
von Poincaré herangefiihrt hat. Gentigen namlich die Koeffizienten 
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einer Potenzreihe einer Poincaréschen Differenzengleichung (30), so 
ist der Konvergenzradius, wenn die Reihe nicht etwa abbricht, gleich 


einer der Zahlen ay L : Weal Die Differenzengleichung laBt die n 


1 % %m 


Anfangskoeffizienten der Reihe willktirlich, und von deren Wahl hangt 
es ab, welcher der moglichen Werte der wirkliche Konvergenzradius 
ist. Wenn insbesondere der Koeffizient g, (s) der Differenzengleichung 
fiir alle s von Null verschieden ist, gibt es m linear unabhangige, in 
m Klassen zerfallende Potenzreihen derart, daB die e, Reihen der J-ten 


2 : 1 
Klasse den Konvergenzradius : haben. 
i 


161. Ferner kann mit Hilfe des letzten Satzes in einfacher Weise 
uber die Konvergenz von ’Reihen 


entschieden werden, bei denen die Entwicklungsfunktionen U, (e)e ins 
einer Poincaréschen Differenzengleichung geniigen. Ist namlich a eine 
der Wurzeln der charakteristischen Gleichung vom groBten Absolut- 
betrage, so wird stets 

. aa fl 

lim sup V| uw, (x)! </a!, 

3>o 
also 


iu,(x)| <(la| +2) 


bei beliebig kleinem positiven ¢. Bezeichnen wir mit y den Kon- 
vergenzradius der Potenzreihe 


an 
nee 


.— 


o 


so ist daher die betrachtete Reihe ftr 
lal<~r 

sicher konvergent und im allgemeinen wird durch 
WT 


die genaue Konvergenzgrenze geliefert. Ist beispielsweise u,(a) das 
Polynom 


, (c) = (@ 4 Vx? Sy Ee Vat Sty, 
so lautet die Poincarésche Differenzengleichung 


Usa Oe, =, See 
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Fur die absolut grote Wurzel a ihrer charakteristischen Gleichung 


?—2te+1=—0 


gilt 
1 
a a se ene 
Fat man diese Beziehung als eine Abbildung der a-Ebene auf 
die x-Ebene auf, so entspricht dem Konvergenzkreis |a =y der 


ao 
Potenzreihe .\’ A,z* eine Ellipse mit den Brennpunkten + 1 und — 1 
s=0 
in der x-Ebene. Diese liefert also die Konvergenzgrenze der nach 
Polynomen fortschreitenden Reihe. Ebenso ist es bei den nach 


Legendreschen Polynomen 


lee 1)" 
WP ots! a x* 


u, (x)= 


fortschreitenden Reihen; denn auch da lautet fiir die Poincarésche 
Differenzengleichung 


(s+ 2)u,,. —(2s+ 3)eu,,, +(s +1)u,=0 
die charakteristische Gleichung 
Pi Ota es Oe 


162. Wenn man tuber die Art der Annaherung der Koeffizienten 
an ihre Grenzwerte, also tiber die Funktionen 7, (s) in der Gleichung (33), 
genauer unterrichtet ist, kann man auch weitergehende Angaben uber 
die Losungen machen. Mit derartigen Fragen hat sich Ford {1, 2] be 


schaftigt. Es sei 
qi (s) — ¢; = 9; (s) = O(v(s)), 


wobei »(s) eine positive Funktion von s von solcher Beschaffenheit ist, 
daB die Reihe |S’y(s) konvergiert. Wenn dann die Wurzeln der charak- 
teristischen Gleichung alle voneinander und von Null verschieden und 
Ans Gyr ++) Ane +4 diejenigen unter ihnen sind, deren absoluter 


Betrag den kleinsten Wert x,, hat, so existiert eine Losung der Diffe- 
renzengleichung, welche ftir gentigend grofe s die Gestalt 


u (s) i ap + An-1 An—1 qpatae Tne +1 One +1 TX €(S) 
hat, wobei 
ao 
e(s) = o( S>(y) 
t=s 


Statice Gira, Soe, 7e,, Po willkiirliche Konstanten sind. 
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Man sieht sofort, daB die friiher betrachtete Differenzengleichung (40) 
mit ihrem abweichenden Verhalten nicht unter die eben gekennzeichnete 
Klasse fallt. 


168. Von anderen Differenzengleichungen, bei denen das infinitare 
Verhalten der Koeffizienten als bekannt angenommen wird, haben 
Poincaré [1] und Perron [6,7] Gleichungen der Form 


n—-1 


(stn) + S's%h,(s)u(s + i) =0 


i=0 


untersucht, in denen h,(s)+ 0 ist, die 2; beliebige reelle Zahlen be- 
deuten und die absoluten ‘Werte der h,(s), wofern sie nicht identisch 
verschwinden (in welchem Falle 1, = — co gesetzt wird), mit wachsen- 
dem s gegen endliche, von Null verschiedene Grenzwerte konvergieren. 
Hierunter fallt z.B. das Studium einer Differenzengleichung mit rationalen 
Koeffizienten. Unter den Exponenten d,, 4,,..., 4 A, = 0 sei A 


OP na di m= 41> 
der groBte mit groBtem Index, also 


(fa 


Ane Apo LUGE ear, 
A A, fit ies 
Dann hat die Differenzengleichung genau 7 linear unabhangige Losungen, 


fiir welche 
[w(s)| << M* ($= 1,2...) 


bleibt, wahrend fiir jede andere Losung immer wieder einmal 
ju (s)| > My (se 
wird; M und M, sind dabei von s unabhangige Konstanten. 
Mit Hilfe der Substitution 


u(s) = (s!)*w(s), 


wobei der Exponent q irgendeine reelle Zahl bedeutet, lassen sich diese 
Ergebnisse erheblich verallgemeinern. Man markiere in einem recht- 
winkligen Koordinatensystem die »-+-1 Punkte mit den Koordinaten 


0; 05" CIAL 5 2AS ee ery 

und umspanne sie mit einem nach oben konvexen Newton- Puiseux- 
schen Polygonzug (Fig. 38). Dieser habe m Strecken Cie ee 
den Richtungskoeffizienten 1,, 7,, ..., 1,, und den Horizontalprojektionen 
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ty ty,--.,t,, so daB-4,+%,+---+4, =n ist. Dann gibt es ein 
Fundamentalsystem von Lésungen, die derart in m Klassen zerfallen, 


Fig. 38. 


dai fiir die Integrale der /-ten Klasse und ihre linearen Verbindungen 
stets 


|u(s)| < CM? (s!)” fiir alle s, 


| (s)| > M,*(s!)* fiir unendlich viele s, 


also 


endlich und von Null verschieden ist. Die Anzahl der Losungen in 
der J-ten Klasse ist dabei ¢,. Zur /-ten Klasse gehort eine charakte- 
ristische Gleichung vom Grade ¢,, und der Limes superior ist gleich dem 
absoluten Betrag einer Gleichungswurzel; jede der m Klassen zerfallt 
also noch in Unterklassen entsprechend den verschiedenen Absolut- 
betragen dieser Wurzeln (Kreuser [1]). 


Elftes Kapitel. 


Homogene lineare Differenzengleichungen 
mit rationalen Koeffizienten. 


164. Wenn in einer homogenen linearen Differenzengleichung 


n 


(1) >) bi (a) u(x + 1)=0 


+=0 


die Koeffizienten rationale Funktionen von 2 sind, vermag man, wie 
wir im folgenden erkennen werden, in vielen Fallen das funktionen- 
theoretische Verhalten der Losungen bis in alle Einzelheiten zu uber- 
sehen [19]. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit durfen wir an- 
nehmen, daB die Koeffizienten Polynome in x ohne gemeinsamen 
Teiler sind, und kénnen, wenn es vorteilhaft ist, die Gleichung (1) auch 
in einer der beiden Gestalten 


(1*) 2, A u (2) 2 (?) p, (x) = 0, 
i=0 aa 

Gad Sa = 1)" “A Uu (a) 21 (j) Peat — n) — (6) 
i=0 —1 s=% 


schreiben. In (1*) ist der Koeffizient von A u(a) gleich p, (x), der 


n 


n n 
von u(x) gleich S’p, (x); in (1**) hingegen hat der Koeffizient von A 1 (2) 
s=0 =o 
den Wert (— 1)" )(v—n) und der Koeffizient von w(x) den Wert 


sey (7— nN). 
s—0) 


Zunachst wollen wir uns mit normalen Differenzengleichungen be 
schaftigen. So nennen wir Gleichungen (1), in denen der Grad des 
ersten und letzten Koeffizienten p, (x) und p, (x) gleich ist, etwa gleich p, 


: . >. . Ss 52 : r . 
wobei pen sein kann, wahrend der Grad der iibrigen Koeffizienten 


nicht groBer als p ist; spater werden wir iibrigens noch eine weitere 
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Forderung stellen. Aufnormale Differenzengleichungen laBt sich beispiels- 
weise der Poincarésche Satz anwenden. Mit Oh 0) 21) Op 1DezZerehnen 
wir die nach absteigendem Realteil geordneten Nullstellen von Po (x), 
mit 7,,%,,---, y, die nach aufsteigendem Realteil geordneten Nullstellen 
von p,(% — n); es ist also 


x (@,) = H (e,) ee ean (o,) 
und 


(7) SR») S-- SHR(y,). 


Dabei denken wir uns unter den «@, diejenigen, welche sich um ganze 
Zahlen unterscheiden, je in eine Gruppe zusammengefaBbt, ebenso unter 
den y,. Die Punkte w, und y, sind die einzigen singularen Stellen der 
Differenzengleichung (1) im Endlichen. Zu ihnen tritt als weitere 
singulare Stelle noch der unendlich ferne Punkt. 

Das Haupthilfsmittel zur Untersuchung normaler wie tberhaupt 
aller Differenzengleichungen sind die Fakultatenreihen. Auf ihre An- 
wendung werden wir denn auch im nachsten Kapitel zu sprechen 
kommen. In diesem Kapitel wollen wir jedoch einen anderen Weg 
einschlagen, indem wir durch eine Integraltransformation, die sogenannte 
Laplacesche Transformation, die Auflosung einer normalen Differenzen- 
gleichung auf die Integration einer homogenen linearen Differential- 
gleichung und eine Quadratur zurtckfuhren. Dies mag  zunachst, 
wiewohl es der historischen Entwicklung entspricht, befremdend und 
unnatiirlich erscheinen, weil eine Differenzengleichung etwas Urspring- 
licheres ist als eine Differentialgleichung. Wir genieBen jedoch dabei 
den Vorteil, uns auf eine der bestentwickelten Theorien der modernen 
Mathematik stiitzen und hierdurch auf bequeme Weise die Probleme 
kennenlernen zu kOnnen, welche sich im Gebiete der Differenzenglei- 
chungen darbieten. 


§ 1. Den Fuchsschen Differentialgleichungen analoge 
Differenzengleichungen. 


165. Zuerst wollen wir eine besonders einfache Klasse von normalen 
Differenzengleichungen studieren, namlich diejenigen Gleichungen, die 
in Analogie zu den Differentialgleichungen vom Fuchsschen Typus 
stehen. Dies sind bekanntlich die Differentialgleichungen, deren Inte- 
grale sich uberall bestimmt verhalten. 

In der Gleichung (1**), die wir tbersichtlicher 


(2) 3) 0,@)A ule) =0 
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schreiben, sollen die Koeffizienten Q, (x), Q,,_4(%),--+-» Q (a) Polynome 
abnehmenden Grades sein. Q,, (x) =(—1)" pp (x —n) hat den Grad p, 
der Grad von Q,,;(#) soll dann p—7 nicht tbersteigen, sodaB not- 
wendig p> mseinmub. In die Gestalten (1) und (1*) gebracht lautet 
die Gleichung (2) 


ey) Suet) 3-1)" “(C20 @ +m) =0, 


mn. are . 
em) SAwle) 3 (a7) Q(t) —0. 
% g= 

Die Zahlen «, sind die Nullstellen des Koeffizienten (— 1)" Q, (w + n) 
von #(x) in (2*), sodaB sich also @, + ,...,@,--m” als Null- 
stellen des Koeffizienten Q, (w) der Differenz héchster Ordnung in (2) be- 
stimmen lassen. Die Zahlen y, — n,..., Yaa bekommt man als Null- 


n 
stellen des Koeffizienten S)Q,(«-+-m) der hodchsten Glieder u(r + n) 
i=0 
n 
bzw. A w(x) in (2*) und (2**). 
Mit Hilfe. der Newtonschen Interpolationsformel geben wir den 
Koeffizienten Q,(~) zweckmaBbig die Gestalt?) 


p—ntt 


(3) O@)=)/ C,,@—d)@—i+1)---@—-—its—}), 


worin die C; , von a unabhangig sind und ohne Beschrankung der 
Allgemeinheit C, , 1 angenommen werden darf. Die Gleichung (2) 


n(n—1) _, 2 : : 
s Mee ) Konstanten, wahrend eine allgemeine 


n,p 


enthalt dann (n +1) p — 


normale Differenzengleichung deren (nm +1)p-+ » aufweist. 

Die Laplacesche Transformation besteht nun darin, daB wir eine 
Funktion v(t) und einen Integrationsweg derart zu bestimmen  ver- 
suchen, daB das Integral 


(4) (a) = feo v(t) dt 


eine Losung der Gleichung (2) liefert. Zum bequemen Einsetzen in 
die Gleichung (2) verschaffen wir uns zundchst die Differenzen von 
u(x), die wir aus (4) leicht ermitteln kénnen. Wir erhalten 


”) Fur s = 0 bedeutet das Produkt # (w+1)---(a+s —1) hier und im folgen- 
den 1, 


$1. Den Fuchsschen Differentialgleichungen analoge Differenzengleichungen, 3[7 


und nachher durch Teilintegration 
i 
(@—it)@—i-+1)---@—i+ts—1)A u(x) 
. =1 


; P , d® [(t—1)* 0 (t 
= (= 1" fesrseens PUM gy, 


vorausgesetzt, dafs alle Glieder 


(5) puts-i- {a aC (—1)' v0) ( =e cane *) 


age? 


an den Integrationsgrenzen verschwinden. Unter dieser Bedingung 
stellt, wie man durch Eintragen der Integrale in (2) erkennt, das 
Integral (4) eine Losung der Gleichung (2) dar, falls v(t) der Diffe- 
rentialgleichung p-ter Ordnung 


+ a? [(¢—1)* v 
6 = 2G nt+s—t - : ial 
(6) D) D(H 1) G, ,i"4 oe 0 


4=0 s=0 


penugivini der C i= OMULese= taist: 
Die Differentialgleichung (6), auf deren Integration die Auflosung 
der Differenzengleichung (2) im wesentlichen hinauslauft, ist vom Fuchs- 


(2) 


P 
schen Typus. Der Koeffizient der héchsten Ableitung —* lautet 
t? 


(— t)?(t —1)”. Die singularen Stellen der Differentialgleichung (6) sind 
also die Punkte 0, 1 und oo, und zwar sind sie samtlich Punkte der Be- 
stimmtheit. Als determinierende Gleichungen zu 1, 0 und oo erhalt man 


n 


Maat) r= poenaei\ > (1)'C,-4 pas(A-1) (04-2) Aen =0, 


i=0 


Q,, (n — A) = 
> 0,(— 4) = 0. 


4=0 


Die letzten beiden Gleichungen haben die Wurzeln — a,, — @,,.-., 
Ge tea Pee a3 N25 Die erste Gleichung, in welche die Ko- 
piierted Coy GC Apa tons Co oe der héchsten Glieder von Q, (a), 
OF ee aa. (a) ceiechan: moge neben den offenkundigen Wurzeln 
Oe hes Me —n-—1 die weiteren 8,, B,, ..., 8, aufweisen*). Durch 
die (24 ay GréBen «, B,y lassen sich die Singularitaten der Differential- 


1) Diese Zahlen f,, By,..., 8, haben nichts mit den Zahlen f; des vorigen 
Kapitels zu tun. 
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gleichung (6) erschépfend charakterisieren. Der Einfachheit halber set 
zunachst keine der GroBen f und keine Differenz zwischen ihnen eine 
ganze Zahl. Dann hat, wenn wir, wie durchgehend in diesem Kapitel, mit 
den Buchstaben m und w Funktionen bezeichnen, die in der Umgebung 
des gerade ins Auge gefaften Punktes regular sind, die allgemeine 
Losung der Differentialgleichung (6) in der Umgebung der Stellen 0 
und oo die Gestalt 


p 
(7) v(@i)= Diet [y, oO+ vir @loge + + ;,,(log"?], 


v=1 
wv; (2) = Ato + AME+ ABE +, eas: 
P i | Lv 
rat ss NSE eee =< — r 
(8) »@)= Ya(>) WoO +¥,.Mloge+ --- +H, ,.log’é], 
i=l 
— ry Flay 3 ale ll 
v;,,()= A+ 45>+48aG4+-. fel), 
wobei wenigstens je ein A;*} und ein A{%} (5 ==051 j2.2,.7) vou Nulliver 


schieden sind. 
In der Umgebung des Punktes ¢=1 gibt es hingegen (p — n) 
regulare Losungen und m nichtregulare Losungen von der Form 


(9) »,() = (t— 1)" 9, (0, 


wobei fiir |{—1] <1 
P=A, ot A, ae! = Hap AS — te PG 


mit A, o# QO ist. Gerade mit Hilfe dieser nichtregularen Integrale 
v,(¢) wollen wir jetzt die Lésungen der Differenzengleichung (2) 
aufbauen. 

Es seien ] und L zwei in positivem Sinne durchlaufene Integrations- 
wege (Fig. 39), welche, von ¢=0Q bzw. too langs der positiven 
| reellen Achse ausgehend und da- 
hin zuriickkehrend, den Punkt 
¢=1 umschlingen. Wenn ¢ sich 
auf ] bzw. L bewegt, mége der 
Arkus von (¢— 1) von — q bis 
+a bzw. von 0 bis 2” zunehmen; 
den Arkus von ¢ selbst wahlen wir 
zwischen — z und -|- z. Bilden wir 
dann) fir gl) 2.2 medio Ine 
Fig. 39. tegrale 
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(10) “i, (0) = ga ft"? v, (tat, 
l 

(11) is, () <5," v,(t) dt, 
L 


so verschwinden, wie man vermdge (7) sieht, fiir o > R(«, +n) die 
Ausdriicke (5), wenn ¢ auf / nach Null wandert. Die Integrale (10) 
sind also, zunachst fir o > R(a#,-+n), Losungen der Differenzen- 
gleichung (2). Da sie jedoch, wie wiederum aus (7) hervorgeht, fiir 
o > (a@,) absolut konvergent sind, gentigen sie sogar in der Halb- 
ebene o > #t(@,), modglicherweise in einer noch ausgedehnteren Halb- 
ebene, der Differenzengleichung. Entsprechend erkennt man, daB die 
Integrale u(x) in der Halbebene o < #(y,) absolut konvergieren und 
dort Losungen von (2) sind. 

Die hiermit zunachst fiir o > R(@,) bzw. 6 < R(y,) definierten 
Losungen uw, (w),..., u,,(%) und u,(x),...,u,(%) nennen wir das erste 
und zweite kanonische Lésungssystem der Gleichung (2). 


166. Wie wir schon in Kapitel 9, § 4 dargetan haben, lassen sich 
die Integrale (10) mit Hilfe von Fakultdtenrethen ausdricken, und 
zwar in folgender Weise: 


= IEG) @ (Bs +1) (Bo+2)---(Bs+ vy) 
TN FCAT @ TRAD & 4 (w+ Bst+1)(a+Bs+2)--"(a@+Bo+r) 


Dabei sind die Fakultatenreihen fiir o > 9 (@,) absolut konvergent. Fur 
9 (@,) < 0 werden die alsdann auftretenden Pole «= 0, —1,—2,.. 
des Faktors J"(x) durch Nullstellen der Fakultatenreihe aufgehoben, 
auf welche man durch Vergleich der Entwicklungen (7) und (9) schlieBen 
kann. Der Ausdruck (12) ist also fiir o > #(a,) regular, was ubrigens 
auch schon aus dem Integral (10) hervorgeht. 

Um fiir die Integrale (11) eine ahnliche Entwicklung zu erhalten, 
setzen wir, da die Potenzreihe in (9) auf L nicht durchweg konvergiert, 


zunachst ¢ = a Dies fuhrt fur @, (2) zu der Reihe 


9,) =9, (7) =4ao Ania! 1, ts 


welche den Kreis |z| = 1 zum Konvergenzkreise hat. Die Koeffizienten 


A, , sind hierbei die auf einanderfolgenden Differenzen der Zahlen A, ,: 


A, = Zaly. Ae yt+1 y (— 1) ay (7 Ay G44 ? 


i=0 
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weil auf die in (9) eingehende Potenzreihe einfach die Eulersche Trans- 
formation angewandt ist. Wegen 


a )é ai(ptt)  I'(—«—8) ” 
rail! Maas Te Ara a ee 


kommen wir so schlieBlich zu der Darstellung 


— __ ptilfs +3) T'(—«— 8s) (Bs +1) (Bs +2): +: (Bs +) 
(13) a, (e) =e Tie nig & Ae (a —1) (a —2)-+- (2 —y) ’ 
die in der Halbebene o < KR (y,) gilt und deren Koeffizienten die auf- 
einanderfolgenden Differenzen der Koeffizienten in der Entwicklung 
(12) sind. 


167. Die Gleichungen (12) und (13) sind besonders niitzlich, wenn 
man das asymptotische Verhalten der Losungen in der einen oder 
anderen der Halbebenen o > R(@,) oder o < #(y,) untersuchen will. 
Da die Fakultatenreihen dann je gegen ihre konstanten Glieder streben 
und andererseits fiir —a-—+e< arcxa<a—e (e > 0) gleichmabig 


(a) a? 
in 
|@%|>x r(@+f) 
gilt, erhalt man die Relationen, 
; As.0 Sa a 
14 lim 2? 4 Ge) ee 5 == <x aitee< 
( ) |a|>o o( ) Lr (— 8s) jh == aa! 
i Berl sy, As,0 3 i 
ine! phates H, (#) Hes Bs)? 2 Sarees 26 


welche das gewtnschte asymptotische Verhalten in den Halbebenen 
o > R(c,) bzw. o < R(y,) in Erscheinung treten lassen. 

Jetzt wollen wir ganz kurz von einigen bei den Zahlen f,, Ba oe oe 
den Wurzeln der determinierenden Gleichung zum Punkte t= 1, 
moglichen Ausnahmefallen reden, wahrend wir die meisten erst spater 
unter allgemeineren Gesichtspunkten behandeln werden. Wenn ein B, 
eine nichtnegative ganze Zahl und kein anderes #,,.. ., 6, ganzzahlig 
ist, hat v,(¢) in der Umgebung von ¢=1 die Gestalt 


v, (8) = (t— 1) [ ,@ + of Mlog (t — 1)]. 


Alsdann findet man 


1 me 
(x) =a (#88 Od tee t*~" (t — 1) log (¢ — 1) p(t) dt 
22t 2 ut )Ps 
U U 
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und durch Zusammenziehung der Schleife J auf die hin und zuriick 
durchlaufene Strecke 0...1, wobei die Funktion Logarithmus herausfallt, 


iL 
u, (a) = — ities ise Were, Oat 

Wenn also die Funktion g(t) von Null verschieden ist, andert 
sich in diesem Falle die Form der Gleichung (12) gar nicht. Wenn 
hingegen 3 (¢) = 0 ist, was nur fir 8, > p —n eintreten kann, wird 
das Schleifenintegral ber 7] identisch Null. Dann kénnen wir jedoch, 
da die Ausdricke (5) fiir t= 1 verschwinden, statt der Schleife 7 den 
geradlinigen Integrationsweg von 0 bis 1 benutzen und stoBen wieder 
auf eine Entwicklung der Form (12). 

Wenn £, eine negative ganze Zahl und gleichzeitig g*(t)— 0 
ist, enthalt die Fakultatenreihe in (12) nur eine endliche Anzahl Glieder, 
und es gilt 


ls A ri aur Ae by?) — et As teer 


Die eben ausgesprochenen Bedingungen sind gerade hinreichend 
und notwendig dafiir, daB u,(x) ein Polynom wird. 


168. Bis jetzt sind wir tiber die Eigenschaften der kanonischen Lésungs- 
systeme je in einer gewissen Halbebene unterrichtet, und zwar sowohl im 
Endlichen, wo die Losungen regular sind, als auch bei der Annaherung 
an den unendlich fernen Punkt. Es bleibt uns also noch ubrig, einmal _ 
jedes der Lésungssysteme in die ganze endliche Ebene fortzusetzen und 
zum anderen das Verhalten der Losungen bei beliebiger Annaherung ans 
Unendliche zu untersuchen. Fiir unsere spezielle Gleichung (2) wollen 
wir hier nur die erste Aufgabe behandeln, wahrend wir die zweite 
spater sofort fir die allgemeine Gleichung (1) in Angriff nehmen 
werden. Lésen wir die Gleichung (2*) nach uw (a) oder u(x) auf, 
so |.3nnen wir die in den Halbebenen o > #(a,) und o < R(y,) def- 
nierten und regularen Lésungen schrittweise immer um einen Streifen 
der Breite 1 nach links oder rechts fortsetzen und so allmahlich in 
die ganze endliche Ebene gelangen. Dabei zeigt sich unmittelbar, 
daB die Lésungen u, (a) und w,(%) meromorfe Funktionen von «& sind, 
u,(«) mit Polen in den Punkten «,—y (i= 1,2,...,p; »=0,1,.. ie 
u,(2) mit Polen in den Punkten y,;-> vr. 

Die Lésungen u, (~) und w,(«) miissen also eine Mittag-Lefflersche 
Partialbruchentwicklung gestatten. Diese finden wir folgendermafen, 
ohne irgendwelche Annahmen iiber die f, notig zu haben (die Entwick- 
lung von v,(¢) in der Umgebung des Punktes ¢ = 1 darf vielmehr Loga- 
rithmen enthalten). Wir gehen von irgendeiner Bestimmung (7) von 
v,(¢) auf der positiven reellen Achse in der Nahe des Nullpunkts aus 


N6rlund, Differenzenrechnung. 21 
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und umkreisen den Punkt t=1. Bei der Riickkehr zum Ausgangs- 
punkt bekommen wir dann in (7) lediglich andere Konstanten, etwa 
GCs jeg Co ee WENE nun Zumachst 9 (8,) > — 1 ist, also u, (x) in der 
Halbebene o > #(@,) bei Annaherung ans Unendliche gegen Null 
strebt, konnen wir in (10) die Schleife 7 durch die hin und zuriick 
durchlaufene Strecke 0...1 ersetzen. Tragen wir dabei die entsprechen- 
den Entwicklungen (7) ein und integrieren gliedweise, so entsteht die 
gesuchte Partialbruchrethe 


0) (1) (r) 
ze IA; PSUS \ 


p co) 
(16) u,()= >) D'(¢; Doe Ean su ( ame a 


4=1 7=0 


deren Koeffizienten durch die Entwicklung von v,(¢) in der Umgebung 
des Nullpunkts geliefert werden. Die Bedingungen fir gliedweise 
Integration sind, wie man sich tiberzeugen kann, erfiillt. Die Reihe (16) 
erweist sich als gleichmaBig und absolut konvergent in jedem endlichen 
Gebiet, aus dem die Punkte w, — » durch kleine Kreise ausgeschlossen 
sind, und gibt daher die analytische Fortsetzung von u, (x) in die ganze 
endliche Ebene. Wenn §t(8,) << —1 ist, divergiert die Reihe (16). 
Wahlen wir jedoch eine positive ganze Zahl g derart, dab #(6,-+- gq) > —1 
ist, so vermogen wir zwei Polynome fame, (~) und Bq (x) vom Grade 
q-—1 und gq derart ausfindig zu machen, daf die Funktion 


Us (") — Bq-1 (x) 
8q (x) 


eine Entwicklung der Form (16) gestattet [7]. Zusammenfassend 
konnen wir sagen: 

Die Funktionen uw, («),..., u,(") des ersten kanonischen Fun- 
damentalsystems sind meromorfe Funktionen von x, welche nach Sub- 
traktion eines geeigneten Polynoms eine Darstellung der Gestalt (16), 
multipliziert mit einem Polynom, zulassen. Ihre Pole liegen in den 
Punkten «,—v ((=1,2,...,p; »=0,1,...), wobet a,+n die Null- 
stellen des Koeffizienten Q,,(%) der Differenz hédchster Ordnung in (2) 
sind. Wenn «&,-+-n eine einfache Nullstelle ist, die sich von keiner 
der anderen Nullstellen um eine ganze Zahl unterscheidet, so sind die 
Pole @,,a@,—1,... alle einfach; wenn hingegen w,-+n eine k-fache 
Nullstelle ist, so sind die Pole @,, 0,—1,... wenigstens von der 
Ordnung . 

Fur u,(x) bekommen wir entsprechend durch Einsetzen der Ent- 
wicklung (8) in das Integral (11) bei 9 (6,) > — 1 die Partialbruchreihe 


q (0) Fit F (r) 
Pe Ae Cie ria 


a7) 4@)-Y YG Nes 


a 
m9! 7) 
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fur #(6,) < — 1 muGB man 7, («) zunachst durch ein passendes Poly- 
nom dividieren, um eine analoge Entwicklung zu erméglichen. 

Auch die Funktionen u, (x),..., u,(%) des zweiten Ranonischen Sy- 
stems sind meromorfe Funktionen von x, und zwar mit Polen in den 
Punkten y,+-» (t=1, 2,...,p; »=0,1,...), wobet y, — n die Nullstellen 


n 

des Koeffizienten von u(x-+n) bzw. Au(x) in (2*) und (2**) sind. 

Wir wollen noch anmerken, daB hiernach die asymptotischen 
Gleichungen (14) und (15), da alle Pole der Lésungen in einem ge- 
wissen Streifen um die reelle Achse von endlicher Breite liegen, nicht 
nur in den Halbebenen o > Ri («,) und o < R(y,) gelten, sondern all- 
gemein auf jedem Radiusvektor richtig sind, der mit der positiven 
oder negativen reellen Achse einen Winkel hochstens vom Absolut- 


betrage + bildet. 
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169. Nunmehr gehen wir zur Behandlung allgemeiner normaler 
Differenzengleichungen tiber. Dazu schreiben wir die Koeffizienten 4, (x) 
(4 = 0, 1,..., ) der Gleichung (1) in der Form 


G3) 2p, = See +9 Ge. Gata 9 — 1)5 


wobei nach Voraussetzung cy , == 0 und c, , == 0 ist, im ubrigen aber 
die c;, beliebige von x unabhangige komplexe Zahlen bedeuten, 
Setzen wir 


(19) f,() = D/ ¢, ;t° (ia Onl nee py, 

s=0 
¥ S sd'v(@) alt Pe fitses Ol 
(20) AO oe Ford Sols dt’ dt’ 


so gewinnen wir durch Anwendung der Laplaceschen Transformation (4) 
die Beziehung 


Dy bie) 4 (e+ (ee + fe S(- 1)* f(t a Ue 
4=0 


Die Funktion u(x) in (4) wird daher eine Losung der Differenzen- 
gleichung (1), wenn wir v(f) als Losung der Differentialgleichung 


(21) Souder ae 


{= 


So 


21* 
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bestimmen und den Integrationsweg so wahlen, daB V(x, t) entweder, 
wenn er offen ist, an seinen beiden Enden verschwindet oder, wenn 
er geschlossen ist, zu seinem Ausgangswert zurtckkehrt. 

Betrachten wir zunichst die Differentialgleichung (21). Sie hat zu 
singularen Stellen auBer ¢= 0 und ¢= co die Wurzeln der Gleichung 


(22) (Gt Oi Datagtire 
s=0 


in deren linke Seite die Koeffizienten der hdchsten Glieder von 
po(x),-.-» p,(€) eingehen und die wir die charakteristische Gleichung 
der Differenzengleichung (1) nennen wollen. Wegen Cope OF Gay a= '0 
ist sie vom Grade » und hat m von Null verschiedene Wurzeln 


a,=o,e%.* (S mein couse rant iy 
die nach wachsendem Arkus geordnet sein mogen: 
Dre eae ea, 


LUTE ae Goa (Sel Os Oat Wenn a, eine einfache Wurzel ist, so 
ist a, ein singularer Punkt der Bestimmtheit; dann gibt es in der 
Umgebung von a, (p—1) regulare Lésungen und eine Losung von 
der Form 


(¢— a,)* y;(t). 


Wenn hingegen a, allgemein eine etwa /-fache Wurzel der 
charakteristischen Gleichung ist, haben wir zwei wesentlich verschiedene 
Falle zu unterscheiden: 


1. a, ist zugleich eine (J — s)-fache Wurzel der Gleichung 
_,()=0 (s=1,2,...,4—1); dann jist’ a, ein Punkt der Be 
stimmtheit. 
2. a, ist ein Punkt der Unbestimmtheit. 


Der erste Fall liegt z. B. bei der Gleichung (2) vor, fiir welche die 
charakteristische Gleichung (¢ — 1)" 0 lautet und alle a, im Punkte 
t— 1 zusammenfallen, welcher ein Punkt der Bestimmtheit ist. Den 
zweiten Fall lassen wir vorlaufig beiseite, um ihn spater (§ 5) gesondert 
zu betrachten. Eine Gleichung, bei der er eintritt, nennen wir nicht 
mehr normal; wir prazisieren hiermit, wie schon friher angekiindigt, 
den Begriff ,normale Differenzengleichung“ noch ein wenig, 

Die determinierende Gleichung zum Punkte a, hat die Wurzeln 


Pa.ao Popes Prae 0,1,...,p—1—1. 


Ihnen entsprechen linear unabhangige Losungen Vy og? Vagr er Uy i 
der Differentialgleichung (21), von den die (p — 2) jeter regular, die 
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ersten / im allgemeinen nicht regular sind. Die Wurzeln Pig> Poi: 

» Pia und entsprechend die zugehérigen Lésungen fassen wir in 
Ghippen derart zusammen, daB Wurzeln, die sich nur um ganze 
Zahlen unterscheiden, in eine Gruppe kommen. Mit Unterdriickung 
des zweiten Index i und nach absteigendem Realteil geordnet mogen 


[iS a ag eae} re , eine solche Gruppe bilden. Die zusammenfallen- 
den Wurzeln in ihr 


B, = Bo44 See Pee 


Boin= Botnet wees) == Poe yas 


Bs+o =e Pe eone ae pea 


rechnen wir je in eine Untergruppe. Dann gehort zur ersten Wurzel 
6, = 6, ; eine Losung 


(23) v,, ; (2) = (¢— a)’eto, ,(0) 


und allgemein zu einer beliebigen Wurzel £,,,. , eine Losung 


cee : ; 
(24) Ve4r, ib) = [(¢ a,)*etriip,,,,(t)] 
We a 
=(i—a,) )Patn, tr pte Onan i (2) log (t—a;)+ ps”, ¢(t)logt(t—a,)]; 
fur die Wurzeln der ersten Untergruppe ist dabei gp”, 7,1 (4) +O, 
fur die Wurzeln der zweiten Untergruppe ont (a,) +: 0 und 
Cee (a;) SO Ol ms Pires (a;) = 0 usw. 
Ingeder ~Umpgebung coder» Stelle 7--0 ‘gibt es. ) Losungen 
0, 9 (4) Va.o(#), ---2 Yo (4) vou der Form 
or 
(25) oh a se a 
0 (— cs) 
i ONO (t) six Ws 1 (2) log Ramage Ys, r (2) log’ t| 
und in der Umgebung des Punktes t—.o fp Léosungen 
Dea ee Gar aoe? (1) von. der Form 
ie 5 
(26) Uigeh aes ts CO) 


[ = 1 ae i 
et te 56 (t) + Ws (t) log ee ages hee ag (t) log’ =| 


Die nichtnegative Zahl 7 ist dabei gleich der Anzahl der Wurzeln, die 
sich in derselben Gruppe wie «, befinden und links von a, liegen bzw. 
gleich der Anzahl der Wurzeln, die sich in derselben Gruppe wie y, 
befinden und rechts von y, legen. 
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Um durch Eintragen der eben charakterisierten Losungen der 
Differentialgleichung (21) in das Laplacesche Integral (4) eine Losung 
der Differenzengleichung (1) zu bekommen, miissen wir noch den 
Integrationsweg geeignet festlegen, so dab die Bedingung fur die 
GréBen V(x, ¢) erfiillt ist. Dazu nehmen wir zunachst an, dab nie- 
mals zwei verschiedene singulare Stellen auf demselben Radiusvektor 
vorkommen, und schlitzen die 
Ebene langs der vom Null- 
punkte nach den singularen 
Stellen fihrenden Radienvek- 
toren bis ins Unendliche auf, 
und zwar bei a; vom Null- 
punkte selbst an, bei den an- 
deren singularen Stellen erst 
von der betreffenden singu- 
ee ns laren Stelle an. In der so zer- 
Q aS) schnittenen Ebene ist die Funk- 

tion ¢*-1v, ,(¢) eindeutig. Wir 

Q bezeichnen mit J, und L, die 

\ aus Fig. 40 _~ ersichtlichen 

& Schleifenwege von 0 und co 

\ an, welche den Punkt a,, aber 

\ keinen weiteren  singularen 

Fig. 40. Punkt umschlingen, und setzen 

fest, daB der Arkus von ¢ — a; 

auf J; von ¢;— a bis ¢,;-++ a und auf L; von ¢, bis ¢, 4+ 2” wachsen 

soll; als Arkus von ¢ nehmen wir den Wert zwischen 0 und 2z. Dann 
sind die Integrale 


Za 
Pop ip 


See a, 
—- 
~~. 
—. 


1 
(22) us) = gaz | A 10,,)a o> Ra), 
Uy 
me 1 ‘ 
(28) Zs(@)—= gr [#ty,Qat, 0 < RG) 
L. 


t 


in den angegebenen Halbebenen Losungen der Gleichung (1), weil 
V(w,t) fiir o > R(a,) bzw. o < R(y, — m) verschwindet. Nehmen wir 
fur Vs ij (t) nacheinander alle in der Umgebung der Punkte CW pe ae 
nicht regularen Losungen, so erhalten wir auf diese Weise » Losungen 
u(x) und m Lésungen w(x) der Gleichung (1). Wir nennen sie das 
erste und zweite Ranonische Losungssystem und ordnen sie wie die f, , 
in Gruppen und Untergruppen. 


170. Ganz entsprechend wie bei der speziellen Gleichung (2) be- 
stehen auch hier ftir die kanonischen Losungen Fakultdten- und Partial- 
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bruchentwicklungen. _Der Einfachheit halber sei v,,; (t) zunachst von 
der Form (23). Wir kénnen nicht ohne weiteres wie friiher vorgehen, 
weil die Darstellung (23) nicht geniigend weit konvergiert und daher 
langs J; nicht gliedweise integriert werden darf. Machen wir jedoch 
die Substitution ¢=a,z, so lehren die Entwicklungen in Kapitel 9, § 4, 
da sich das Integral (27) in die Gestalt 


r(g)orme 
@ 


(29) u, ;(@) = ay . 2 (x, B, ;) 
I(-fsi) P (2+ fs41) 


bringen 1aBt, wobei 


. mea (8-+1)(B+2)---B+r) 0” 
(29 ) BaF Ae (v+oB+q)---(7c+ofp+y7oa) 


eine fiir o > %(,) absolut konvergente Fakultatenreihe ist und w eine 
zur Erzielung der Konvergenz hinreichend groB gewahlte positive Zahl 
bedeutet. Die Koeffizienten A, setzen sich linear aus den (y+ 1) 
ersten Koeffizienten der Entwicklung von q, , (¢) in der Umgebung 
des Punktes ¢= a, zusammen und konnen aus den Koeffizienten der 
Differenzengleichung (1) durch rein algebraische Operationen her- 
geleitet werden. Sie sind mit Ausnahme von A, auch von q@ ab- 
hangig, A, ist wegen yy, ,(a,)=- 0 von Null verschieden. 
Das Integral (28) gestattet eine Entwicklung der Form 


Tle Pas on tetat 


oO 


(30), (8) = af en *e549 —— (a, B, ,). 
r(-Pes) P15) 
In ihr ist 
% 1G (B+1)(B +2)---(B+r) 0” 
(30*) ONO ic 9 eas cen ea re 


v=0 


eine fiir 6 < K (7) absolut konvergente Fakultatenreihe, deren Koeffi- 
zienten A, als aufeinanderfolgende Differenzen der A, gewonnen 


werden konnen; insbesondere ist A,= A,=+ 0. In den Halbebenen 
o>R(a@,) und o< R (y,) sind also die Lésungen u(x) bzw. u (x) 
regular und gentigen den Limesrelationen 


; Ay a a 
(31) ace aPs,ett u, ; (a) = FOR’ 5. IOS 5° 
A 3a a 
; = ee ~ ees 
(82) lim af "ehh H, (= peggy —y Sees —y- 
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Auch wenn a, eine mehrfache Wurzel, also v, ,(¢) von der Form (24) 
ist, bestehen “hnliche Entwicklungen. Wie sich. aus Kapitel 9, § 4 ent- 
nehmen laBt, ist dann 


(33) of S12, (x) 


? 


se, at 2a hieED) 
wobei die Fakultatenreihen 


Ay 
(33*) A+ See, By ere) (ZO; Le eatoae) 


fur 
(33%) o>), o>0, R(Z+8,,+1)>0 


konvergent sind. Ahnlich bekommt man 


eae Sag 8 Teed 
(34) Uy ij cv) =a; F wv ; 
t=0 OB; Thi) 
mit 
q (t) Ay 

* evr 
(34*) 2, (2) = Ap +See +» (@—vo) 
und den Bedingungen 
(34 **) CON.) Cea: 
Da nun ftir — S Sal Cree — gleichmabig 

api I (x+8) 


ee (Pog E 


ist, lassen sich aus (33) die asymptotischen Werte der Lésungen be- 


rechnen, und zwar gilt bei — > Sieare OG 5 in der ersten Untergruppe 


(38) lim —“4e)___ _k, (= 0,1,...,h—1), 
leat i s log? 1 
we w 


in der zweiten Untergruppe 
lim Geach trl) = K. fra Pl enee aft eeet 
islam Laie gen 2 ( poy af} ) 


4 za 


x 


‘usw.; K,, K,,... sind von Null verschiedene Konstanten. Ganz ent- 
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sprechende Gleichungen bestehen nach (34) fiir die Funktionen w (x) im 
Winkelraume — oe <are x < — oe Alle diese asymptotischen Be- 


ziehungen stellen offenbar Verscharfungen des Poincaréschen Satzes 
fur unseren speziellen Fall normaler Differenzengleichungen dar. 


Nach den letzten Ergebnissen kann man die Lésungen des ersten 
kanonischen Systems im allgemeinen so numerieren, daB das Verhaltnis 
us (@) fiir s=1,2,...,2—1 und — = <arca <= bei wachsendem 
Us +4 (2) ae ae 
|x| nach Null strebt. Hieraus lat sich schlieBen, daf die Funktionen 
des ersten kanonischen Losungssystems ein Fundamentalsystem bilden. 
Bestande namlich eine lineare Relation von der Form 


n 


> a, (x) 4, (x) = 0, 
si 


wobei die a, (x) etwa fiir #— x, nicht alle Null waren, und ware 
etwa a, (x) die letzte von Null verschiedene der Zahblen z, (a), .-., 2,,(%9) 
so erhielte man nach Division durch u,(#), wenn man x die Werte 
% +1,%,-+2,... durchlaufen laBt, gerade 7; (%,) = 0 im Wider- 
spruch zur Woranseeuune: Eine Ausnahme kann” nur eintreten, wenn 
zwei verschiedene singulare Stellen in derselben Entfernung vom Null- 
punkte liegen und gleichzeitig der reelle Teil von zwei der Zahlen 
libereinstimmt. Aber auch dann bilden die w(x) ein Fundamentalsystem, 
wie man sich durch Betrachtung der von dem Verhaltnis ts (2) 


Ust1 (x) 
angenommenen Wertmenge uberzeugen kann. Ebenso lat sich zeigen, 


daB das zweite kanonische Losungssystem ein Fundamentalsystem ist. 
Wenn man will, kann man 4, , (x) auch in der Gestalt 


4 UE 
u, (2) = af (2) So, @)tog* 1 


schreiben. Dabei sind die @,(x) fiir Werte von a, die den Be- 
dingungen (33**) geniigen, in Fakultatenreihen entwickelbar. Die letzte 
Gleichung laBt vor allem das asymptotische Verhalten der u, ; (&) 
gut erkennen. Freilich ist die Berechnung der Koeffizienten in den 
Fakultatenreihen fiir die @,(x) viel schwerer als die entsprechende 
Aufgabe fiir die 2, (2). 

Ferner existieren fiir die wu, ,(x) in der Halbebene o> K(e,) 
Reihen von der Form 


u,{(2) = ah Sa Grech 
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welche man mit Hilfe der Formel 
= (a,+ (¢—a) emia gant (eo een 


bekommt. Dabei ist #(y — a,) > 0 vorausgesetzt. 


171. Friiher hatten wir ausgeschlossen, daB sich auf demselben 
Radiusvektor zwei verschiedene singulare Stellen, etwa a, und a,,,, 
befinden. Aber auch in diesem Falle konnen wir im wesentlichen mit 
unseren friiheren Uberlegungen durchkommen. Wir brauchen nur in den 
Integralen (27) und (28) die Schleifenwege /,,, und L, zur Vermeidung 
der Punkte a, und a,,, passend auszubiegen und in den Gleichungen 
(29) und (30) fiir w eine komplexe Zahl von absolut sehr kleinem 
Arkus und geniigend groBem Absolutbetrage zu nehmen. 


172. Die analytische Fortsetzung der kanonischen Losungen in 
die ganze Ebene wird wieder durch Partialbruchreihen geliefert. Um 
diese zu bekommen, nehmen wir auf dem Radiusvektor 0...a@, einen 
Punkt 6, an, der naher am Nullpunkte als irgendeine der singularen 
Stellen liegt. Bezeichnet J’ eine von b, ausgehende, den Punkt a; um- 
schlingende Schleife, so laBt sich u, ; (a) in der Form 
b 


E » 
U, ;(%) = yf v, (i) dt=- 5 = DG ae, cae Vg, (t) at 
Use q=1 


i 


mit konstantem Cy Cy schreiben. Das erste Integral ist eine ganze 
Funktion, das zweite in eine Partialbruchreihe der Gestalt (16), multi- 
pliziert mit 6%, entwickelbar. Hieraus folgt: 

Die n Lésungen u,(x),-.., u,(*) des ersten kanonischen Lésungs- 
systems sind meromorfe Funktionen von x mit Polen in den Punkten 


Op, 0, Lit he: (heel Sr.) Ds 


1 


die Residuen in diesen Polen sind die Entwicklungskoeffizienten von 
v, 9(¢) und konnen leicht gebildet werden. 

' Ebenso kann das Integral (28) in zwei Integrale zerlegt werden, 
von denen das erste eine ganze Funktion ist und das zweite eine Partial- 
bruchentwicklung der Form (17) gestattet. Auch die n Lésungen 


u,(%),.--, U,,(w) des zweiten kanonischen Systems sind somit meromorfe 
Funktionen mit Polen in den Punkten 
Vis Vi La Ppa ase (es dtl seeps 


wobei die Residuen die Entwicklungskoeffizienten von v, , (f) sind. 
Mithin gelten die bisher angefiihrten asymptotischen Relationen 
fir die u,(w) und w,(#) auf allen Radienvektoren, die mit der posi- 
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tiven bzw. negativen reellen Achse héchstens den Winkel ~ (absolut 


genommen) einschlieBen. Asymptotische Formeln fiir andere Radien- 
vektoren lassen sich leicht aus den Ergebnissen des nachsten Para- 
grafen herleiten. 


§ 3. Die linearen Relationen zwischen den kanonischen 
Losungssystemen. 


173. Da die beiden kanonischen Lésungssysteme Fundamental- 
systeme sind, mtissen zwischen ihren Funktionen lineare Relationen 
von der Form 


(36) u, (a) = >/ on, , (x) u, (a) 


s=1 
(ha 1 Or 1) 
(36*) u,(a) = d/ %, (0) u, (2) 
s=1 


mit periodischen Koeffizienten bestehen. Der gegenwartige Paragraf 
ist einem genauen Studium dieser Relationen, d. h. der expliziten 
Bestimmung der Funktionen 7; ,(%); mt, 5(&), gewidmet. Wir werden 
sehen, daB diese Funktionen rationale Funktionen von e2*** sind und daB 
die in sie eingehenden Konstanten vollstandig angegeben werden konnen. 

Um uns zunachst einen Uberblick zu verschaffen, gehen wir folgender- 
mafen vor. Unter gehériger Beachtung der Bestimmungen der Funktion 
v, ; (¢) und unter der Voraussetzung, da alle 6 einen Realteil groBer als 
—1 haben und og =< R (7) ist, deformieren wir die Schleife 7, in die 
hin und zuriick durchlaufene Strecke 0...a;. Diese weiten wir dann 
zu einer von a; ausgehenden, den Nullpunkt umschlieBenden Schleife /;* 
aus. Die Schleife J,* wiederum kann durch den in Fig. 41 (§ 332) ge- 
zeichneten, ebenfalls von a, ausgehenden und dahin zuriickkehrenden 
Integrationsweg /,** ersetzt werden. Laft man schlieflich bei 1;** 
den in Frage kommenden Kreis unendlich grof& werden, so stoBt 


man im wesentlichen auf die Schleifen L,,...,L,. Auf diese Weise 
gelangen wir zu folgendem Ergebnis. Es seien a,, dj, ---, a, die 
Wurzeln der charakteristischen Gleichung, a, eine /-fache Wurzel 
(Gp Cry a) und a, ein Punkt der Bestimmtheit der 
Differentialgleichung (21) mit den Exponenten £,, B;,,, ---» Byii—1 
fiir die nichtregularen Integrale, denen /] kanonische Losungen 
Mite ake) Und (2), , te, (e) entsprechen. Ist dann 
a; eine dere Wurzeln a.) 2:45; -+23 @j4124) 8° gilt 
n ji 


(37) us() = ity (2) + DH, 5 (2) (2) + 097 D)%, 62), (@). 
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Die periodischen Funktionen z, ,() werden dabei durch die Formel 
(37*) 7; 8 (x) — 
2 3(8) FAC) my (8) 

Gt Ot ee Mut 


2Qrt(@—a,)__ pe (ate a) > Ty i (e° Goa 1" 


gegeben, wobei m, gleich der Anzahl der Wurzeln in derselben Gruppe 
wie «, nicht rechts von @, ist, jede Wurzel in ihrer Vielfachheit gezahlt. 


mon 


| 
| 
os | 
| 


b 


Fig. 41. 


Da die Lésungen analytische Funktionen in x und £ sind, besteht die 
Formel (37) nicht nur unter den zu ihrer Herleitung gemachten ein- 
schrankenden Voraussetzungen, sondern allgemein fir alle 6 und alle 
nichtsingularen x. Die periodischen Funktionen x, ,(x) sind also mero- 
morfe Funktionen von x, und zwar rationale Funktionen von e?*** mit 
Polen in den Punkten 


Oss Oct, Wee ied (Gee 152), aiep)s 


Die Bestimmung der Konstanten a,6, ..., m ist fiir spezielle 
Gleichungen auf diesem Wege zuweilen ziemlich einfach. Um sie 
allgemein zu bekommen, ziehen wir jedoch ein anderes Verfahren vor. 
Der Ubersichtlichkeit halber wollen wir dabei nur die beiden auBersten 
moglichen Falle behandeln, dafi namlich die Wurzeln der charak- 
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teristischen Gleichung entweder alle verschieden sind oder samtlich 
im Punkte ¢= 1 zusammenfallen und dieser ein Punkt der Bestimmt- 
heit ist. Der zweite Fall liegt bei der a ee He ) aus §1 vor. 
Wir schreiben die Gleichungen (36) Tite fess be Sr) eer Sn 
hin und losen sie nach den mt; ,(v) auf. Pe aearcihen wir wie in 
Kapitel 10, § 1 mit D(x) die Determinante des ersten kanonischen 
Systems und weiter mit D, , (x ) die Determinante, die aus D(x) ent- 
steht, wenn man 1, (2) durch u;(x) ersetzt, so ergibt sich 


D;, s (x) 
Ge Ligh Saar 


Nun mussen wir zunachst den Wert der Determinante D(a) er- 
mittéIn. Bereits in Kapitel 10, § 1, Formel (8*) haben wir aus der 
Differenzengleichung 


Dee + t= nan. 


wobel 


" Po (x) aie (x = a) ee — a») 
—  @) Con EM) em) 


und a das Produkt der Wurzeln der charakteristischen Gleichung 
ist, den Ausdruck 


I (a@—«,)--- F(x — ay) 
Pay, +n) =: Bree eye 


(39) D(x) =a" 


gefunden. Es kommt also nur noch auf die Ermittlung der perio- 
dischen Funktion z(a) an. Nun seien erstens alle Wurzeln der cha- 
rakteristischen Gleichung verschieden. Tragen wir dann bei o > & («,) 
in D(x) die Entwicklungen (29) ein, so erhalten wir unter Beriick- 
sichtigung der Limesrelationen (31) die Gleichung 


D (x) = a” x Pi Ba Ban Al) 4® ... AM y (a). 


Dabei bedeutet »(x) eine Funktion, die fiir |x |—- co gegen die Deter- 
minante 


| 1 ib 1 | 

| ay a, a, == EG —— ) she O 
i " t>s 

| Loy ae ; pan daa ORR peal Yaneyescy n 


strebt. Durch Vergleich finden wir daher fur die ote Funk- 


tion a(x) den Ausdruck 


Vey, +”) --- EL (e—ry+ ae Gee ee A eel 
eae eas Pee). Nz 


Fepye rep) 


Fa 
as 
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Um das asymptotische Verhalten der ersten beiden Faktoren zu 
untersuchen, denken wir an die Fuchssche Relation fiir lineare Dif- 
ferentialgleichungen. Wenn eine Differentialgleichung p-ter Ordnung 
der Fuchsschen Klasse aufer dem Unendlichkeitspunkt noch im End- 
lichen (x +1) singulare Stellen der Bestimmtheit hat und 


Jo 4g ys doar +23 40,» Ayay sss Aap 


die Wurzeln der entsprechenden determinierenden Gleichungen sind, 
dann gilt bekanntlich 


n P 
(Pra) 
A Dh Bi}. Ba 


t=0 s=1 


In unserem Falle nimmt diese Fuchssche Relation die Gestalt 


n P 
—_ =| —2 
Spee oe een 
see ik 


an. Daher konvergiert der Ausdruck 


Pe Stes n) isa £ (— hy ae n) ( L es -++ tBntn 
ene 


fiir |w|—-oo gegen 1. Die periodische Funktion a(x) strebt also fiir 
|~|—+oo einer festen Grenze zu. Sie mu® daher gleich einer Kon- 
stanten sein, und zwar gleich 


(40) n(n) = Ag Al” FT (a, — 4). 
i>s 
tS eee 
Jetzt nehmen wir zwettens an, daB alle Wurzeln a,,..., a ecer 


charakteristischen Gleichung gleich 1 und auBerdem die f nicht um 
ganze Zahlen unterschieden sind. Wir schreiben D(a) als Differenzen- 
determinante und tragen die Entwicklungen (12) ein, in denen wir 
die Differenzen bequem bilden konnen. Indem wir nachher wieder die 
Fuchssche Relation beriicksichtigen, gelangen wir schlieBlich zu der 
gewunschten Gleichung 


oNee AeA ee 
(41) m(z)—=(—1) # Rope a ae IT (6; —8.). 


174. Nach (38) und (39) sind die Funktionen nm, ,(%) meromorfe 
Funktionen von x mit Polen in den Punkten ; 


Vieng eee eck Bias (Gs Ohne) 
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Um sie vollstandig zu bestimmen, geniigt es, da sie periodisch 
sind, ihr Verhalten auf senkrechten Geraden zu untersuchen. Zunachst 
betrachten wir den einfacheren Fall, daB a= Sa =1 
ist und die 6 sich nicht um ganze Zahlen (einschlieBlich 0) unter- 
scheiden. Bentitzen wir dann fiir den Zahler in (38) die Entwicklungen 
(12) und (13), so erhalten wir fiir das asymptotische Verhalten auf 
senkrechten Geraden die Beziehungen 


lim x;-8, mt, , (x) == 0 fir fees 


|t| > 
und 
(42) _lim my 5@)=1, 
(42*) oe Ty (a) = e27tB . 


Wenn (B; — f,) > 0 ist, geniigt dieses Ergebnis bereits. Andern- 
falls konnen wir mit Hilfe der Relationen zwischen den Zahlen A und A 
({42**) cael mt, , (x) Onlin] SS ONG . io) 
schlieBen. Auf jeden Fall streben die Funktionen a, ,(~) in einem 
senkrechten Streifen von der Breite 1 Grenzwerten zu. Nach einem 
bekannten Satze tber eindeutige periodische meromorfe Funktionen, 


bei denen dies der Fall ist, folgt also, daB die Tg (x) rationale Funk- 
tionen von e?%*%, somit von der Form 


(43) Gti (a) =e 


J, 8 J, 8 
P (s) (s) (s) 
‘ A mM. 
Sy ut | Bint none 6 aya, anh aR 
2Q2t(a—y,) ' (g2et(a—y,) aif 202i (e—y ve 
pai |e CN || (e be) (Ee Ve) — 1) t 


sein mtissen, wobei m, die Ordnung des Pols y, bedeutet und 


{ Dye p abi oye Wy 8 
ates | OniuE sea] 
Ist ies Monstantenard 0b) sas m lassen sich, wie man aus den Be- 


ziehungen (42*) und (42**) entnimmt, mit Hilfe der Gleichungen 


p 2708. / 
(s)_) z,(8) Bo amie (s) se dail ce /) 
(43*) al a +o —  £ (= 1)" mi] = 10 gE) 


ermitteln. 
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175, Wenn alle Wurzeln der charakteristischen Gleichung ver 
schieden sind, setzen wir die linearen Relationen (36) mit gering- 
fiigiger Anderung der Bezeichnungen in der Form 


Hi, (x) = e2t# NT, , (a) u, (a) + D/ x, , (a) u, (2) 


an. Durch dhnliche SchluBfolgerungen gewinnen wir hierbei die Glei- 


chungen 


oon Bees he 
und fiir s=+7 
lim nm, ,(t%) = 0, lim ett. (x)= 0; 
Ca eee ™T+0 


wir kénnen also schlieBen, dab a, , (z) von der Form (43) ist und dai 
die Beziehung (43*) noch fir s = 7, aber im allgemeinen nicht mehr 
firs =7abesteht: 

Wenn mehrfache Wurzeln vorkommen, diese jedoch Punkte der 
Bestimmtheit der Differentialgleichung (21) sind, also etwa 


Cina eee Ga Mame tag Popeye 


und f. einer der zugehorigen Exponenten ist, so bekommen wir als 
lineare Relationen zwischen den beiden kanonischen Losungssystemen 


n im 
(44) u; (x) aa > %, 3 (*) U, (x) =e gute s\n, (2) u 
s=t ; s=1 : 
worin , ,(«) die Gestalt (43) hat. Dies 1aBt sich schon nach (87) 
po hens Wenn das zu f, gehorige Integral der Differentialgleichung 
keinen Logarithmus enthalt, bleibt die Relation (43*) fiir 


Ss, 0+ 1h. twat, 
also insbesondere fiir s 7, in Kraft, aber nicht fiir andere s. 


176, Fiir die explizite Angabe der Konstanten a,b,..., m in der 
Gleichung (43) beschranken wir uns der Einfachheit halber auf den Fall, 
daB alle Pole einfach sind, also 6b = --- — m=O ist. Multiplizieren wir 
die Gleichung (44) mit « —y,+ q (q=0,1,...,”—1) und lassen 
wir dann # nach y,—q gehen, so erhalten wir n Gleichungen, in 
denen auf der einen Seite die Residuen R,, von u, , () im Punkte y, 
auftreten. Diese Gleichungen lassen sich am bequemsten auflosen, 
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wenn wir die Multiplikatoren w(x) der aus (1) durch Division mit 
p,,(%) entstehenden Differenzengleichung 


n—1 


ae | Pi (x) - 
u(% +- n) + : u(x% + 1) = 0 
+e ane ts 


einfuhren. Dann ergibt sich 
(45) av, = R. to Ma (¥y — 2) 6-2 1% Fs, 


wobei 


ist. Zusammenfassend kénnen wir sagen: 


Zwischen den Funktionen der beiden kanonischen Lésungssysteme 
bestehen die linearen Relationen (44) mit periodischen Koeffizienten 7, 5 (&) 
aus (43), die rationale Funktionen von e®*** sind. Im Falle einfacher 


Pole sind die Konstanten, welche in die 7, , (2) eimgehen, nach (45): 
1. die Wurzeln y,,..., y,, der Gleichung p, (w —n)=0, welche die 
DAgeudera Loic yoy ce 1 vost 2 esa 2, 2. .p) festlegen, 
2. die Residuen der kanonischen Loésungen u,(x) in den 
Punkten y,, 


3. die Werte der Multiplikatoren der Differenzengleichung in den 
Punkien y,—n. 


§ 4. Verhalten der kanonischen Lésungen bei Annaherung 
an den unendlich fernen Punkt. 


177. Die soeben besprochenen linearen Relationen zwischen den 
beiden kanonischen Lésungssystemen setzen uns in den Stand, das 
Verhalten der Funktionen wu, (~) und w,(w) in der Umgebung des un- 
endlich fernen Punktes, des einzigen wesentlich singularen Punktes 
dieser Funktionen, zu studieren. Wir k6nnen namlich asymptotische 
Relationen nicht nur, wie in § 2, auf Radienvektoren mit 


5 
It 4 Ory 4 Tv 
— >< arcx<— baw. ma eta FG: 


wenn also der reelle Teil von x groBer bzw. kleiner bleibt als eine 
feste Zahl, sondern allgemein auf beliebigen Radienvektoren mit Aus- 
nahme je einer einzigen singularen Richtung angeben. Um z. B. die 
Funktion u, (x) auf einem Radiusvektor zu verfolgen, der einen spitzen 
Winkel mit der positiven reellen Achse bildet, brauchen wir nur die 


Nodrlund, Differenzenrechnung. 22 
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Beziehung (44) heranzuziehen, in diese, nachdem o groBer als § (a,) 
geworden ist, die alsdann méglichen konvergenten Entwicklungen (29) 
einzutragen und das asymptotische Verhalten der periodischen Funk- 
tionen mt, , (x) zu _berticksichtigen. 


Nun strebt, wie aus (43) sofort hervorgeht, fur 
—g-+ ga aren 2 —§ (e > 0) 


die Funktion z, ,() nach 1, wahrend bei s+-7 die Produkte e?*** z, , (a) 
nach je einem endlichen und im allgemeinen von Null verschiedenen 
Grenzwerte konvergieren, also die Funktionen a, ,(w) fiir s==7 
schneller als jede Potenz von 2 nach Null abnehmen. Wenn anderer- 
seits e<arcu<a—e ist, nadhern sich die Funktionen 7, (2) fur 
s$=1,2;..,¢—1,1-+1,.7-+-1- 1, o2., w je einem endiichen undiim 
allgemeinen von Null verschiedenen Grenzwerte, fiir s=17,7-+1,. 
j—1,7+1,...,7+1—1 hingegen nehmen die Funktionen Ng (x) 
schneller als jede Potenz von w nach Null ab, weil gemafs der als- 
dann giiltigen Relation (43*) die Beziehung 


lim e- hee TE (%) = konst. 
|a%|—>o 


besteht. SchlieBlich wird, auch nach (43*) 


lim 7, ; (a) = e2 iB, 
oils comma 


In der Gleichung (44) sind also die Glieder mit 


U5 (@) > Wea (@) +++) Ma (®)> My aa (@)s + Myra (*) 


sowohl flr —a+e< arc~y < —e als auch fiir ¢<arcu<a—e 
ohne EinfluS auf den asymptotischen Wert von u,(x), weil sie alle 
denselben Faktor a,” haben wie das Glied mit u, (z) und viel schneller 
als dieses Glied abnehmen. Diese Tatsache lehrt z. B. fiir die in 
$ 1 untersuchte Gleichung, bei der alle Wurzeln der charakteristischen 
Gleichung in einem Punkte zusammenfallen, sofort das Bestehen der 
Relationen 


: Pie a ea are a Ee )p 
a|>o 


hed AD = ot (e<arca < m—). 
“) 


|z|>o 


Wenn also kein B und keine Differenz zwischen den B eine ganze Zahl 
ist, gelten die Limesrelationen (14) und (15) aus §1 nicht nur in den friiher 
angegebenen Winkelradumen, sondern sogar fiir —ax +e <arcxa <a—e 
bzw. —Q2n+e<arcex<—e (e> O), und, wenn allgemeiner B; 
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emer Wurzelgruppe angehért, hat man bei passendem q gleichmapig 
fir —a+e<carcr <—n—eE 


, Beri 
lim —— = konst 
|r| >a log’ (eat) 
a 


Dieses Ergebnis ist sehr interessant, es zeigt, da® die meromorfen 
Funktionen w,(«) und w(x) aus § 1 in ihrer Art besonders einfach sind. 

Im allgemeinen Falle verschiedener Wurzeln kénnen immer zwei 
Ausdrucke von der Form 


af lve ai 
Dy bay” 2)" logte © 
& 


mit konstanten k, und ganzzahligen q, derart gebildet werden, daB der 


A . « It . 5 
eine 1m Winkelraum ¢ < arca < und der andere im Winkelraum 


x 
4 / . & = ‘ 
es Be aLe et 2 —'ei (6 > 0) die Funktion U; (x) asymptotisch darstellt; 


die Arkus der a, miissen in beiden Ausdriicken méglicherweise ver- 
schieden gewahlt werden. 

Die Richtung der positiven reellen Achse ist hingegen eine singu- 
lave Richtung. Es gibt keinen Ausdruck der Gestalt 


eV ered tei yal 
af (o) "loge, 


der u,(x) asymptotisch darstellt, wenn « parallel der positiven reellen 
Achse ins Unendliche wandert. (Mit Hilfe der Gleichung (44) konnen 
wir indes auch in diesem Falle das Verhalten der u,(x) ermitteln.) Fur 
die w,(x) lassen sich Betrachtungen derselben Art anstellen; bei ihnen 
wird eine singulare Richtung durch die negative reelle Achse geliefert. 

Die Umgebung des unendlich fernen Punktes zerfallt also in eine 
endliche Anzahl von Winkelraumen. Der eine von ihnen hat eine 
Offnung groBer als z. Innerhalb dieses Winkelraums gilt die asym- 
ptotische Beziehung (35), und im Inneren der anderen Winkelraume (bis 
auf einen beliebig schmalen Winkelraum um die positive bzw. negative 
reelle Achse) besteht je eine entsprechende asymptotische Bezichung, 
nur mit anderen Konstanten a,f,v7 und K. 


§ 5. Andere als normale Differenzengleichungen. 


178. In § 2 hatten wir den Fall ausgeschlossen, dafi die charakte- 
ristische Gleichung eine mehrfache Wurzel a aufweist, welche ein 


Punkt der Unbestimmtheit der Differentialgleichung (21) ist. Jetzt 
20% 
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wollen wir auf diese Moglichkeit eingehen. Die Differentialgleichung 
(21) hat dann in der Umgebung des Punktes ¢ =a eine Losung 


(¢— a)? x(t), 
in der y(t) eine Laurentsche Reihe in (¢—a) ist. Durch Zerlegung 
des Integrals (27) in zwei Teile entsprechend den nichtnegativen und 


den negativen Potenzen von (f — a) in x(t) finden wir hiernach eine 
Lésung der Differenzengleichung (1) von der Form 


ee ea eta) 

re | AM ato te @roRtr a 

es ah Sis (a+ 6) ---(@+B—») 
pares B(B—1)--- G—y») 


u(x) = até 


Dabei ist die erste Reihe fiir o > 9#(e,) und gentigend grofes 
positives m, die zweite hingegen bestandig konvergent. Zieht man 
die in Kapitel 8, § 5 angegebenen Eigenschaften der Newtonschen 
Reihe heran, so bekommt man aus der letzten Entwicklung Aufschlusse 
uber das asymptotische Verhalten der Losungen. 

Weitergehende Untersuchungen in dieser Richtung hat Galbrun [3] 
angestellt. Er stiitzt sich dabei auf ein Verfahren, welches er [1,2] zur 
Behandlung der Differenzengleichung (1) fiir den Fall ausgebildet hat, 
dai die Differentialgleichung (21) zur Fuchsschen Klasse gehort. Bei 
diesem Verfahren betrachtet er ebenfalls das Laplacesche Integral, 
benutzt aber eimen anderen Integrationsweg als wir und _ entwickelt 
die Losungen in divergente, im Sinne von Poincaré asymptotische 
Potenzreihen. Im vorliegenden Falle des Auftretens von Unbestimmt- 
heitsstellen verwendet Galbrun die Poincaréschen Methoden zum 
Studium linearer Differentialgleichungen in der Umgebung eines 
Punktes der Unbestimmtheit. So kommt er unter anderem schlieBlich 
zu folgendem Ergebnis. 

Es sei a= ge'* die einzige mehrfache Wurzel, und zwar eine 
Doppelwurzel der charakteristischen Gleichung (22) und ein Punkt 
der Unbestimmtheit der Differentialgleichung (21). Man markiere 
(Fig. 42) in einem rechtwinkligen Koordinatensystem die Punkte q’ 
und a” mit den Koordinaten log@ und — ¢ bzw. — (¢ + 22), ferner 
die Punkte a,’ mit den Koordinaten logo, und —¢, fiir diejenigen 
unter den Wurzeln a, = 9, e’¢s der charakteristischen Gleichung, deren 
Betrag @ nicht ibersteigt. Die so markierten Punkte umspanne man 
mit einem nach links konvexen Streckenzug. Seine Ecken seien auf er 
a’ und a”, von a’ an gezahlt, a¥’, a} ,..., a¥’; ihnen entsprechen die 
singularen Stellen af, a¥,..., a*. Die Senkrechten der ersten Strecken 
a’ af’, aj’ az’, ... bilden mit der positiven reellen Achse Winkel as 
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. ww . 
My, -.- zwischen ‘g und a, die auf den letzten Strecken a” ar’, 


%/ *S D . ww . 
ay Qy—4,-.. Winkel w,44, u,, ... zwischen — oF und —z. Ferner seien 


* % . . . . 
Br, Bz, ..., BX die Wurzeln der determinierenden Gleichungen zu 
* * oe : . oe ae : 
aj,a@z,...,a; fiir die nichtregularen Lésungen, mw eine reelle Zahl, 


Fig. 42. 


die auch Wurzel einer gewissen determinierenden Gleichung ist, und 
k eine gewisse Konstante. Dann gibt es eine Lésung u(x) der 
Differenzengleichung (1), die folgende asymptotische Eigenschaften 
hat. In den Winkelraumen ¢ < arca <u, und w,,, <arcx< —e, 


: s eG ed , 
also insbesondere fiir ¢ < arca < = wine! — y —arcn < — é, ist 
: U (we 
iim awe te a ONG 
eis eae ei Noa kale 
a Tt (—) 2 4 e V 
a 


im Winkelraum uw, < arcw < uw 


(neem, == awe) = ==(konst. 
|a|>o xe (1 By +1 
2 GOR 


lim eee = konst. 


usw. Die erste von diesen Relationen gilt auch noch fur —¢<arca<e, 
wofern « in endlichem Abstande von den Polen der Losung ins 
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Unendliche wandert, eine Einschrankung, die fortfallt, falls sich die Pole 
von u(«) nach rechts gar nicht bis ins Unendliche erstrecken. 


179. Wenn in der Differenzengleichung (1) der erste und letzte 
Koeffizient nicht denselben Grad haben, gelingt es doch zuweilen, sie 
auf eine normale Differenzengleichung zuriickzufiihren. Liegen z. B., 


Fig. 43. Fig. 44. 


wenn man in ein rechtwinkliges Koordinatensystem die Punkte 
i, p, fir i =05 1,..., m einzeichnet (Fig. 43 und 44), die Zwischen- 
punkte 1, p, fir 7 =1, 2,..., 1 —1 nicht oberhalb der Verbindungs- 
geraden der Punkte 0, p, und n, p, und ist ferner p,=,(modn), 
so laBt sich durch die Transformation 


u(x) =I" (x) w(x) mit pee 


eine normale Differenzengleichung herstellen. Die Gleichung (1) geht 
namlich durch die Transformation tuber in 


2: b@)[e@+1)--@+5— 1)|?w@+i=0. 


In gewissen anderen Fallen vermag man ein ganzzahliges q 
wenigstens so zu bestimmen, daB durch diese Transformation irgend 
zwei der Koeffizienten (wenn auch nicht der erste und letzte) denselben 
Grad bekommen, wahrend die anderen Koeffizienten einen niedrigeren 
Grad erhalten. Auf die transformierte Gleichung ist dann die Laplacesche 
Transformation anwendbar. Es bedarf jedoch noch weiterer Unter- 


suchungen, um die Behandlung nicht normaler Gleichungen zum Ab- 
schluB8 zu bringen. 
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180, Zunachst betrachten wir eine normale Differenzengleichung 
mit linearen Koeffizienten, etwa 


(46) A+ e+ u@+)=0, 


in der b,—=1 und 6,+0 sein moge. Hier lautet die Differential- 
gleichung (21) 


4=0 4=0 
oder 
JO) Bo | By — Bs l | Bu 
v(t) Steet he ad eee 7, 
wenn wir mit 4,,4a,,...,a@, die Wurzeln der charakteristischen 


n 
Gleichung |5’6,¢* = 0 bezeichnen. Sind sie alle verschieden und die 
+=0 


Zahlen £,, B,,-.-., 8, keine nichtnegativen ganzen Zahlen, so liefern fur 


(47) v (t) as tBo (t — a,)P (¢ = ay) ad (t 7 a, 
die Integrale 


u,(x) =f t-tv(t)dt, uu, (w) = J t*-1 v(A) dt 


ls Ds 
die beiden kanonischen Losungssysteme in den Halbebenen 


G+ 9 (8_) = 0 bzw. 6+ Kb. + 6, +->- +8,)< 0- 


Fiir das asymptotische Verhalten der Funktionen w,(x) und w, (x) 
findet man bei konstanten k, zunachst die Gleichungen 


° = 3 4 a 

lim *@, au (a) bp SS Saree S, 

8 : s = =9 
|\a|>oa 


3a I 
= Saree < — oe 


ne a Uy) = Rey 

Durch die zu Beginn von § 3 beschriebenen Abanderungen der 
Integrationswege kénnen fiir unsere spezielle Gleichung (46) die linearen 
Relationen zwischen den beiden kanonischen Systemen leicht explizit 
aufgestellt werden. Bedeutet wie frther /,* eine von a, ausgehende 
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und den Nullpunkt umschlingende Schleife, so gilt 
ett tbs __ 1 


u, (2) ss g2tti@+ Bo) = ;[ete@ae, 


1s* 


und durch Deformation von 1,* ergeben sich die Gleichungen 


(48) 4, (2) = 4, (#) 
sin 7 Bs 
. sin «(w+ Bo) 


e~ri(etBoths) [y (a) + u,,, (x) +--- +4, (@)] 


AE Seed eu phe BO. Th la Ue ee aie en («)], 
mit deren Hilfe wir das Verhalten von w, (a) bei beliebiger Annaherung 
an den unendlich fernen Punkt untersuchen konnen. 

Da das Integral iiber ],* eine ganze Funktion von a ist, die fur 
positiv ganzzahlige Werte von a + £, verschwindet, sind w, (x), ..., u,,(&) 
meromorfe Funktionen von x mit einfachen Polen in den Punkten 
— Boo — By —1, — By —2,-:-- Ahnlich sind auch 4, (x), ..., #, (a) 
meromorfe Funktionen von x mit einfachen Polen in den Punkten 
Bot Bite +B, +5 (s=0, 1, 2; +4). 

Wenn §,(¢Zs) eine nichtnegative ganze Zahl ist, verschwindet 
das Schleifenintegral uber J,, Um dann eine Losung zu erhalten, 
k6nnen wir J, durch die Strecke 0... 1 ersetzen. In der linearen Re- 
lation zwischen u,(w) und u,(a),...,u,(x) fallt in diesem Falle das 
Glied u,(a) fort. 


181, Fiir die kanonischen Lésungen wu,(x) und u,(x) bilden die 
Richtungen der negativen bzw. positiven reellen Achse je eine singu- 
lare Richtung. Wir konnen jedoch lineare 
Verbindungen von ihnen angeben, die 
keine singulare Richtung besitzen. Dazu 
legen wir von einem beliebigen Punkte C 
aus in positivem Sinne durchlaufene Schlei- 
f6N 64, gy --.5€, Um die Punkte Ags Caress Ay 
(Fig. 45) und bezeichnen mit e, die in’ 
negativem Sinne durchlaufene Schleife e.,, 
mit (s) das Integral f t*-l y(t) dt langs e,, 
mit (s—1,s) dasselbe Integral langs 
€s-1€3€,_1€, - Dieses letzte Integral 
(s — 1, s) ist eine Lésung der Differenzen- 
gleichung (46), weil ¢#-1v(¢) nach den 
beiden aufeinanderfolgenden Umlaufen zu seinem Ausgangswert zuriick- 
kehrt, und zwar eine ganze transzendente Lésung. Aus 
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(s — 1, s) = (4 — e27#fs\(s — 1) — (1 — e2*46s-1)(s) 


erhalten wir, wenn wir C nach 0 oder oo wandern lassen, 


(s — 1, s) = e2 iss (1 — e2*¢As) y,_y (2) — oe? 18s (1 — e27%hs-1) y (a) 


(s —1, s) = (1 — e?*#8s) u,_ (a) — e®# 48s (1 — e2*68s-1) (x). 


Da die Koeffizienten hierin keine periodischen Funktionen, sondern 
Konstanten sind, gibt es fiir die ganzen Lésungen (s — 1, s) keine 
singulare Richtung; man kann vielmehr auf allen Radienvektoren 
asymptotische Ausdrticke fiir (s — 1, s) ermitteln. Im ganzen existieren 
(n — 1) linear unabhangige Lésungen (1, 2) (2, 3),..., (m —1, ) von 
dieser Art. Allgemeiner 14Bt sich beweisen, da eine normale 
Differenzengleichung, bei welcher p < n ist, (n — p) ganze Losungen 
ohne singulare Richtung besitzt. 


182. Hat die charakteristische Gleichung eine mehrfache, etwa 
I-fache Wurzel a, und ist diese zugleich (J —1)-fache Wurzel der 
n 
Gleichung ‘’'c,t*—=0, so besitzt die Gleichung (46) die Lésungen 
i=0 
x 12 


EIN ye et 2 x 
hes of OIE ORAL GREE OID 


welche zusammen mit den tbrigen Losungen ein Fundamentalsystem 
n 
liefern. Ist hingegen a, nicht (J — 1)-fache Wurzel von S’c,t*=—0, 
i=0 
etwa iberhaupt nicht Wurzel dieser Gleichung, so ist die Differenzen- 
gleichung (46) nicht mehr normal. Dann ist v(¢) von der Form 


ae ee 


v(t) == ¢Fo(¢ — a, ) Pa oe (pas a,)Pe*~ ag” a aac (t = a, Pn, 
und die Schleifen /,,...,/, liefern nur so 
viele linear unabhangige Losungen, wie 
es verschiedene Wurzeln der charakteristi- 
schen Gleichung gibt. Zu ihnen kann man 
folgendermafen (J — 1) neue linear unab- 
hangige Losungen hinzugewinnen. Man 
teile (Fig. 46) die Umgebung des Punktes a, 
in 2 (1 — 1) Sektoren I, II, III, IV,... derart, 
daB& bei Annaherung an a, in den Sek- 
toren I, III,... die Funktion v,(f) nach 0, 
in II, IV,... hingegen nach oo strebt, und 
nehme als Integrationslinien Wege, die in I, Ill,... von a, ausgehen, 
durch II, IV,... hindurchlaufen und in III, V,... nach a, zuruckkehren. 


346 Elftes Kapitel. Differenzengleichungen mit rationalen Koeffizienten. 


188. Als weiteres Beispiel wollen wir die Differenzengleichung 


2. Ordnung 
(49) (w—o-+ 2)(a— B+ 2)u(a-+ 2) 
—[aB—(@+Bty+i1)@+1)+2@+1)@ + 2))u@ + 1) 
4 «(e—~y + 1)u(2) = 0 
untersuchen. Hier wird die Differentialgleichung (21) die Gaufsche 
Differentialgleichung 


(1 — 10") + [y —(@ +B + 1))v' () — eB 0) =0, 
die in der Umgebung der Stelle t= 1 die beiden Losungen 
Fa, B,o+8—y+1,1—12) 


(Le eB yet ye py i Nd) 


hat, wobei F (w, 6, y, x) wie tiblich die hypergeometrische Reihe bedeutet. 
Fiir die kanonischen Lésungen wu, (x) und wu, (x) finden wir die 
Darstellungen 


und 


Loenerss w(w+1)---(e+s)B(B+1)---(B+s) 
2) ie ere er os eee ere 
Uy (#) = 2 

T(z) eT Ga) <-- yes) 9p) ey pes) 
Tie eat) Pa eainicrsereyes ie eo eh 


in denen die Reihen fiir o > Rt (y — 1) konvergieren. Unter Beachtung 
der Formel 
SLY) oe) 
EU Rae) 


kann u,(x) auch in der Gestalt 


I (@)T'(@—y+1) 
U, (2) C@—B2 WT Ge eet) 


geschrieben werden. Beniitzen wir fiir v(¢) die Entwicklungen in der 
Umgebung des Punktes ¢ = 0 


F(c, B, y, t) 


Hy Fie —y+1,B —y+1,2—y,)d), 


so erhalten wir zwei Losungen 


und 


ue (e) az Lh ¥ ED (+5) BB+1---C+s) 1 
HE pe (+1)! y@+1)---(@+s) ets+i? 


s=0 
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1 


U(x) = aca 


_ Sle=rtl)(@-yt G7 +l) Gy ts) 1 
| ee Sue (2re y) an(see il 27) a Syst 


wobei die Partialbruchreihen fiir 9(y — « — B) > —1 iiberall im 
Endlichen auBer in den Polen konvergieren. 
Ferner gentigen auch die Funktionen 


r(@) . FG sec hae dae ae 
“,() =FEpitoa | 2 ( 1) ee a ee 


Pe rey. Spe GO ets) (eB 

tg (2) eee 2 ( eae eee 

der Differenzengleichung. Dabei ist o > (y — 1) vorausgesetazt. 
Die Losungen des zweiten kanonischen Systems sind 


. e(@+1)---(@+s)(@-7+1)---(@=7 +5) 
Ga at Gs y+s+1)(w—«)(w@—e«—1)---(@—a—s—l)’ 


= =, I'(a@—«)I(p—2x) 
Pee a aay a) 


und hangen mit den Losungen wu, (x) und w,(x) des ersten kanoni- 
schen Systems durch die linearen Relationen 


= wT l+a+p—y) Us (2) 
ao (x) ae u, (®) T(a)C(@)TA+f8—y)lA+e—y) sin «(x —«) sin x (a — B)’ 


sin 7 # sina (#+1—y) 


Ma (2) ~~ sina (a — oc) sin x (% — B) My (2) 


zusammen. 

u,(«) und u,(«) sind meromorfe Funktionen mit einfachen Polen 
in 0, —1, —2,...; y—1, y—2, y—3,.... Ebenso sind u, («) 
und u, (x) meromorf; die Pole liegen in «, «+1, w+ 2,..-; 8B, B+1, 
B-+2,.... Bei Annaherung ans Unendliche gilt gleichmaBig fur 


—gztecarcrca-—e (e>0) 


lima (2) == 1, 
|z|>o 


3 nat Aan a amy (x) = 1. 
Zz ire) 


(52) 
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Fiir solche Differenzengleichungen wie die eben behandelte, 
welche mit der hypergeometrischen Funktion im Zusammenhang stehen, 
lassen sich viele schéne Einzeluntersuchungen durchfiihren. Spater 
werden wir noch mehrmals auf derartige Gleichungen zuriickkommen 
(Kap. 12, § 7; Kap. 13, § 3). 


184. Bei gewissen Gleichungen kann die Auflésung durch eine 
geeignete Integraltransformation auf die Auflésung einer einfacheren 
Differenzengleichung zuriickgefiihrt werden. So ist es z. B. bei der 
Gleichung 


n-1 
n-t 


(50) yet AQ@A ey SETS) AR (e) Au(e i 


1=0 i=0 


welche in Analogie zur Pochhammerschen Differentialgleichung*) steht 
und ein Sonderfall der Gleichung (2) ist. In ihr bedeutet Q (a) ein Polynom 
in vom n-ten Grade, R(«) ein Polynom von niedrigerem als n-tem 
Grade, beide mit héchstem Koeffizienten 1, und & einen von # unabhan- 
gigen Parameter. In Ubereinstimmung mit Friherem bezeichnen wir mit 
@,;%,,.--, 0, die Wurzeln der Gleichung Q(x --n) = 0, mit y), yay .50n 7 
die Wurzeln der Gleichung Q(a+é+n)=R(a+é+n—1) und 


versuchen den Ansatz 


1 ¢©r(it—a—€é 
(61) u(t) = 50 ree? (i) dt. 


Er liefert die Gleichung 


Ferien? (4) [((E+n)Q(¢+n) — ¢—x-+n)R¢+n—1)}dt=0, 
die in 
(eon Q(t + n)v(@)at -|He eEHelt+n—1)o (t—1)at 


ubergeht, wenn man v(#) als Lésung der Differenzengleichung 
1. Ordnung 


Q(¢+ n)o(t)—Q(t+n—1v¢—1)=—R(t+n—1)o(t) 


bestimmt. Deren allgemeine Losung lautet 
v(t) = Bt) x(t), 


1) L. Pochhammer, Uber hypergeometrische Funktionen n-ter Ordnung, 


J. veine angew. Math. 71 (1870), p. 316—352; vgl. auch C. Jordan, Cours d’Ana- 
lyse 3, 3. Aufl. Paris 1915, p. 251—263. 
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wenn wir unter z(¢) eine willkiirliche periodische Funktion und unter 
@(t) die ganze Funktion 


Pi) = [PA +e,—)-- PA +e,—-Ar—y,—E+4)--Ta—-y,—§+ 0] 
verstehen. Nun wahlen wir fiir m(¢) speziell die Funktion 


i (i) be ee tt? 
s sina (€+y,—t)’ 


wodurch v(t) eine meromorfe Funktion mit Polen in &é—- V—? 
&-+y,-+1,... wird. Ist keine der Differenzen zwischen den Zahlen 
Va Vata cme anze. Zab) ands 
nicht auf der Halbgeraden durch eat 
die Punkte yy ---1,... gelegen, Ye EF pPst7 
so wird der Gleichung (52) geniigt, Fig. 47. 

d.h. ihre linke Seite bleibt unveran- 

dert, wenn man ¢ durch ¢—1 ersetzt, falls wir als Integrationsweg die 
aus Fig. 47 ersichtliche Schleife nehmen. Hierbei ist freilich noch die 
Konvergenz des Integrals (51) notwendig. Setzen wir 


os O- -------O-------0----- 


f= 1 ashes Yn C4 \ Cee 1) Ere 


so ist sie fiir §9(%)< 0 vorhanden. Unter dieser Bedingung stellt 
‘also das Integral (51) eine Loésung der Gleichung (50) dar, welche 
fiir alle nicht auf der Halbgeraden durch y,,y,+1,... gelegenen x 
regular und zudem im allgemeinen nicht identisch Null ist (wir 
kommen hierauf noch zu sprechen). Geben wir s nacheinander die 
Werte 1,2, ..., m, so erhalten wir ein Fundamentalsystem von Losungen. 

Wenn eine oder mehrere der Differenzen zwischen den y,,..., y,, 
ganze Zahlen sind, fassen wir, ahnlich wie frther, die kongruenten y, 
in eine Gruppe zusammen, ordnen sie in dieser nach absteigendem 
Realteil und schreiben sie entsprechend ihrer Vielfachheit auf. Es sei 
Y_9 Yeti +++» Yetq eine solche Gruppe mit 


R (y,) = H (yenr) SS RUYesa)- 


Bei y, bleibt alles wie bisher. Die auf dem alten Wege fur 7,41, --.) Ysig 
erhaltenen Losungen hingegen unterscheiden sich von der fur y, nur 


um konstante Faktoren. Wohl aber kommen wir zu einem Funda- 
4 


mentalsystem, wenn wir 


menEtys— 6) met Ets 45-8) 


Ye+i(t) = (AG Ee Cua) "sing (E+ 7541-8) 


(e'== 05 Laan) 


wahlen. Auch hier sind die entstehenden Integrale bei 9 (x) < O fiir 
alle Werte von a auBer auf der Halbgeraden durch die Punkte 
Ye Ye t1,.-- regulare Lésungen der Gleichung (50). 


(53) 
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Vermoge Auflosung der in die Gestalt (1) gebrachten Differenzen- 
gleichung (50) nach uw («+ m) erkennt man, da die Losungen 
u,(x),-.., u,,(w), da sie in einer gewissen Halbebene regular sind, 
meromorfe Funktionen von x sind, und zwar 4, (x) mit Polen in 
den Punkten y,, y,+1,.... Wenn kein y, einem anderen kongruent 
ist, sind die Pole samtlich einfach. 


185. Ein zweites Fundamentalsystem von Lésungen 1, (), --., u,, (&) 
bekommen wir folgendermaBen. Wir teilen die Wurzeln «, in Gruppen, 


EAB R OR. Ops. eee gap lt 
H (cs) = pit (p41) S bije = bit (Couerds 
setzen entsprechend diesen Wurzeln fir 1=0,1,...,7 


x EL sin x (a + & —?) 


sing (¢—«a,) sina (¢— cs 43) sin x (x —?) 


Vere (t) = PZ) 


? 


“ leah gt ees 3 a 
We+i(®) = 5 22% Teer 


(i) dt 


und nehmen als Integrationsweg die 
in Fig. 48 gezeichnete Schleife. Dann 


Fig. 48. liefert das Integral fiir (x) < O eine 
in «x meromorfe Losung der Glei- 
chung (50) mit Polen in den Punkten w,,@,—1,.... Beriicksichtigen 


wir alle Wurzeln, so ergibt sich das gewiinschte Fundamentalsystem. 

Die Losungen beider Fundamentalsysteme lassen sich, wenn alle 
Pole einfach sind, leicht in Reihen entwickeln, und zwar in hyper- 
geometrische Reihen. Die Integrale sind namlich die Residuensummen 
dersIntegranden fir -y chié wip 4q- Site , 2). b2we ee fo 1 es. Mam 
findet zunachst 


Ls £41) T Qe$ = Gee) aol et § = tn ty) 


—y fs 
Wa L\—=C —1 = bs 
ah ) vz ( ) PE+ys—e+y+)l LP ys—y,+74+1)---Lys—yatytl) 


Dabei haben wir zur Abktrzung 


ee sin (E+7s— oy) sina (§ +475 — cen) 


Y Ie It 


gesetzt. Entsprechend wird 


U, (x)=, aXe ia LPG a FL, +o — e+): L (yn tb = 0,47) 
DP(e+E—eaestv+1)LP(e,—a.+4+1) -++ I'(a,—op+v+1) 


mit 
sin a (&+ y, — ;) sin gt (€ + yy — cts) 


s A a 


2 | 
I 


§ 6. Auflésung einiger spezieller Differenzengleichungen. Soil 


Die Reihen sind bei R(x) < O fiir alle von den Polen y,, y,-+1, 


bzw. «,, @,—1,... verschiedenen x konvergent. Sie enthalten nur 
endlich viele Glieder, wenn unter den é+y,—o, oder + y;,— «a, 
(i a= bee chee n) ganze nichtpositive Zahlen vorkommen. Dann sind 


u,(«) bzw. u,() rationale Funktionen von x, multipliziert mit Gamma- 
quotienten. Wenn andererseits z. B. y,+&—a, eine positive ganze 
Zahl ist, so ist v,(¢) eine ganze Funktion von ¢, und w, (x) verschwin- 
det identisch. Dann gelangt man zu einer von Null verschiedenen 


Losung, welche sich auch durch eine ahnlich we (53) gebaute Reihe 
darstellen 14Bt, wenn man v (4) noch mit ——_—— multipliziert. 
aie ee 
Besonders interessante Sonderfalle bieten sich dar, wenn fir 
Silt Oeics) 1 


ye § — 6, =O 
wird. Hierfiir ist notwendig und hinreichend, daf{ das Polynom R (x) 
identisch verschwindet. In diesem Falle kann, wenn die y,,..., y, 


alle verschieden sind, ein Fundamentalsystem von Losungen durch 
die Integrale 
mite I'(t—a—6) dt 
u, (x) ae ge Pt¢—«x-+1) (¢—&—y,) se (¢—&—y,) 


s 


gewonnen werden. Die Integrationskurve C, ist hierbei ein kleiner 
Kreispum den, Punkt £1, der die anderen Pole é—.,,.-., 6 =-1,, 
ausschlieBt. Wenn mehrere y zusammenfallen, gelangt man auf ahn- 
liche Weise zum Ziele. 

Beachtung verdient auch der Fall, daB & eine ganze Zahl ist. 
Fur 0 >é > — n reduziert sich lediglich die Ordnung der Differenzen- 
gleichung. Fir €< —n wird u (x) nach (51) ein Polynom in w. Bei 
positiv ganzzahligem &, etwa & = q, gibt es eime besonders bemerkens- 
werte Partikularlosung. Dann bekommen wir namlich aus (51), wenn 
wir 

PG@—) Le op) 
su at aa a ee EY 


wahlen und als Integrationsweg eine die Punkte 7,2-+1,...,%-+4 
umschlieBende Kurve nehmen, welche keine Pole von v(t) im Inneren 
enthalt, als Losung den puecri Gs 


abe (x — «,) - I (a@— cep) 
Ae fee rere Fe ay | 


186. In ahnlicher Weise laBt sich die Gleichung 


(54) BEN ao tty aay} nee); 


t=0 4=1 
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in der Q(z) und R(x) die Polynome 
Q (@) = (@ — %) (@ — 4) @ — &), 
R(z) = (@ — 4) (@ — rs) @ —7,) 


bedeuten, in Angriff nehmen, wobei der Einfachheit halber die @ und y 
verschieden und die Differenzen zwischen ihnen nicht ganz sein mogen. 
Der Ansatz 

v (é) 
(55) “(@)= 953 | ronaay 


filhrt, wenn man v(¢) aus der Differenzengleichung 
Q () 
v(¢+1)= RO?!) 
bestimmt, zu der Bedingung 


vO irs INO (eed) 
TG ee) bis lee I (t—2) dt. 


Sie ist erfullt, wenn wir in 


T(t — o) F (¢— a) --- P(t — on) 
OC rueaan eae wl! 


fiir die periodische Funktion 7(¢) die Funktion 


m, (t) = 


Fig. 49. nehmen und tber die aus Fig. 49 er- 

sichtliche Schleife integrieren, welche 

die Punkte y,-+ 1, y, + 2,... umfaBt und die Pole a, 0,,..., @, aus- 
schlieBt. Das so definierte Integral ist in der Halbebene 


6< RO, +a, +---+a,—y,—--:—¥,) 


konvergent und stellt daselbst eine regulare Lésung wu, (a) der Glei- 
chung (54) dar. Diese Loésung laBt sich in der eben angegebenen 
Halbebene in die hypergeometrische (Fakultaten-) Reihe 


ett e— Ys) 


sin x(t —y;5) 


- 5 Ty, = Oe ¥) Lies ee -D'(ys— Gn +7) 
P(ys— atv +1jl\ Oe eat pret) TLQs—yn +? v) 


entwickeln. Hieraus kénnen wir insbesondere schlieBen, daB im Inneren 
der Halbebene 
lim I'(y, — x + 2) u, (x) = konst. 
|%| >a 
gilt. Wahlen wir nacheinander s—1, 2,...,, so bekommen wir ein 
Fundamentalsystem von Lésungen. 


Zwolftes Kapitel. 


Homogene lineare Differenzengleichungen, 
deren Koeffizienten sich mit Hilfe von 
Fakultatenreihen ausdriicken lassen. 

187. Unter den Differenzengleichungen mit rationalen Koeffizienten 
zeichnet sich, wie wir im vorigen Kapitel erkannt haben, eine spezielle 


Klasse durch besondere Einfachheit und Schénheit der Ergebnisse 
aus. Das sind die Gleichungen von der Form . 


n 


i 
(1) Q[u(«)] = D0: (x) A u(e) == 0, 
i=0 = 
bei denen die Koeffizienten Q, (x), ..., Q, (x) Polynome abnehmenden 


Grades sind. Q;(x) kann also, wenn wir den Grad von Q), (x) gleich n 
annehmen, in die Gestalt 


t 


Q;(#) = D7 bi,0-8(@@ ~ 1) (@ — 2) @ =) 


$=0 


gebracht werden. Jetzt wollen wir uns mit Gleichungen beschaftigen [12], 
die durch eine naturgemaBe Verallgemeinerung jener fruheren Voraus- 
setzung tuber die Koeffizienten Q,(#) entstehen. Es soll namlich bei 
Q; (x) zu dem rechtsstehenden Polynom noch eine in einer gewissen 
Halbebene o > 4 konvergente Fakultatenreihe hinzutreten, Q;(”) somit 
von der Form 


oO 


f OF 8 
OE SOO remeron easy 


s=0 


sein. Ubrigens kommt es auf dasselbe hinaus, wenn wir verlangen, 
daB das Produkt «~‘Q,(w) in einer gewissen Halbebene durch eine 
Fakultatenreihe wie im zweiten Gliede rechts darstellbar sein soll. 
Als wesentlich setzen wir zudem voraus, da bo 0 ist. 


No6rlund, Differenzenrechnung. 23 
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Die Gleichungen mit derart gebauten Koeffizienten bilden eine 
genau abgegrenzte Klasse von Differenzengleichungen. Fiir sie lassen 
sich viele unserer fritheren Ergebnisse bei den Gleichungen mit ratio- 
nalen Koeffizienten wiedergewinnen. Die Methode hierzu besteht in der 
Anwendung von Fakultatenreihen und liefert insbesondere zugleich von 
neuem die Resultate fiir die Gleichungen mit rationalen Koeffizienten, 
und zwar auf einem der Differenzenrechnung angemesseneren Wege, 
als es die Heranziehung der Laplaceschen Transformation ist. Natur- 
lich haben wir dabei in ausgiebigem MaBe auf die in Kapitel 9 be- 
sprochenen Tatsachen tuber Fakultatenreihen zurtickzugreifen. 


§ 1. Aufstellung einer der Differenzengleichung formal 
genugenden Fakultadtenreihe. 


188. Zunachst wollen wir eine gewisse Normalform der Gleichung (1) 


herstellen. Heben wir in (2) rechts das Produkt (— ey (« —1)---(% — 1) 
aus, so wird 


| Q,(0) = (= 1)'@ = 1)---(e = Ag, (0) 
mit 


aay ee 4 \7 Ds 
£;(x) = ( 1) S (@—) @—i41)---@—i+s—-1) 


Mit Hilfe der Transformation (14) in Kapitel 9, § 2 


“o x a s ee Ae 
(3) aan, : Gg SE ee cas. 1 r as 1 e a,) st 
Aj eet le @ts) 7 9 Fe) +0 F))--- @Fe4s) 


konnen wir g, (x) auch in die Gestalt 


ie 2) 


(4) NO) Piers eae 


s=0 


bringen. Die Gleichung (1) nimmt dann die Form 


n 


3) Qlu@]= S(—1)'@ =): Da @Auw@=0 


i=0 

an. Hierbei durfen wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit noch 

g,, (©) =1 voraussetzen. Wir konnen namlich durch die bei A u(x) 
A 


auftretende Fakultatenreihe dividieren und wegen } oe UP dierane 
. +. . . . n, 
tretenden Quotienten von Fakultatenreihen wieder in Fakultatenreihen 
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entwickeln. Die so zustande kommende Gleichung (5) nennen wir 
die (erste) Normalform der Gleichung (1). 

Wenn die Funktionen «-*Q,(x) im Unendlichen regular sind, gibt 
es noch eine zweite Normalform. Dann lassen sich nimlich in der 
aus (1) durch eine einfache Umformung entspringenden Gleichung 


n 


(6) Q@I= S(-1'e@+1)--@+i—-1£@Au@)=0 


i=0 


die Funktionen g,(«) durch Fakultatenreihen der Gestalt 


(7) 8; () = Sar -(@—s) 


darstellen. Dabei ist a, o= Go Wir konnen also immer erreichen, 
da gc) == 1 “ist. Dann bezeichnen wir die Gleichung (6) als die 
zweite Normalform. Diese vermag man offenbar auch fiir gewisse 
Gleichungen (1) zu bekommen, bei denen die Koeffizienten Q, (x) 
nicht durch (2) gegeben sind und die erste Normalform nicht her- 
stellbar ist. Man braucht nur tber die Koeffizienten g,(x) in (6) die 
Annahme (7) zu machen. 


189. Bleiben wir indes zunachst bei der ersten Normalform. Bei 
einer Differentialgleichung macht man, um ein Integral zu ermitteln, 
fiir die unbekannte Funktion den Ansatz x* (x), wobei $(#) eine 
Potenzreihe bedeutet. Erinnern wir uns, daB die Potenz x“, wie in 
Kap. 10, § 1 des naheren ausgefiihrt, im Grenzfalle einer Differential- 

: x , LG : 
gleichung aus dem Gammaquotienten a5 hervorgeht, so legt es 
4 yt DE 
nahe, zu versuchen, ob man der Differenzengleichung (5) durch eine 
Rethe von der Form 


poke dy nt) 
(8) up (x) 7 iGo) a (@ Taper -(@toty— =) a Tet +0 +7) 


mit d)==0 geniigen kann. Hierbei haben wir nacheinander zwei 
Schritte auszufithren. Zunachst bestimmen wir in diesem Paragrafen 
die Groen d, derart, daB die Reihe (8) der Gleichung (5) formal 
geniigt. Im nachsten Paragrafen erbringen wir dann den Beweis, dab 
die so gefundene Reihe ein gewisses Konvergenzgebiet besitzt und also 
wirklich eine Losung definiert. 

Durch Eintragen der Reihe (8) in die Gleichung (5) finden wir 


i‘ 
aa Des oe jl 


23% 
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L(@) +] : 
ia inl zu unter 


es ist also bequem, zunachst den Ausdruck o| 
suchen. Da 


se D(*) G@) eer eer) 


eS Caa) ae toe) P(x+@) (@—1) (w@—2)---@—4) 


ist, ergibt sich 


O- Ole sl= Hi, Selot 2) -(9+%—1)g;@). 


Nun denken wir uns in 


(10) f@ = Se@+t)--@+i-Ha@) 


fir die g,(z) die Fakultatenreihen (4) eingesetzt. Dadurch entsteht 
eine Fakultatenreihe fiir f(v,@). Wenden wir auf diese die Trans- 
formation (3) an, so kommt 


. f+(2) 
(10*) EA a eric DRT 


also 


I(x) . fs (e+) 
CEUs Oita ies ya TELE ee, ERE ae een 


v=0 


I (@) 
- > Sa Peter he ”) 


v=0 8= 


=D rez eplhhe +) + 4h (0 t»—1)+.---4 dy f(@)]- 


Die Reihe befriedigt daher formal die Differenzengleichung, wenn die 
Gleichungen 


dy fo(@) = 9, 


(12) fife TA) dy f,@) == 0, 


stole $9) +a ah(ete—a)-+~ stale tl8) 0 


erfullt sind. Aus ihnen hat man die Gréfen d, zu bestimmen. Da 
dy nach Voraussetzung von Null verschieden ist, muB® nach der ersten 
Gleichung @ eine Wurzel der determinierenden Gleichung 
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(13) fo(o) = S14, 9¢(e+1)--(@+i—1) <0 


sein. Diese ist wegen a,,9 =1 vom Grade n und liefert also n Werte 
von 9, mit deren Hilfe sich ein Fundamentalsystem von Losungen 
bilden 1aBt. Wenn sich die Wurzeln der determinierenden Gleichung 
nicht um ganze Zahlen unterscheiden, bietet die Ermittlung der GroBen d,, 
von denen die erste, also d,, willkiirlich bleibt, gar keine Schwierig- 
keit, weil dann niemals einer der bei d, auftretenden Faktoren ver- 
schwindet. Aber auch dann, wenn unter den Wurzeln kongruénte 
vorkommen, konnen wir durch geschickte Wahl von d, zum. Ziele 
gelangen. Hierzu fassen wir kongruente Wurzeln in je eine Gruppe 
zusammen und betrachten 9 als eine komplexe Hilfsveranderliche, deren 
Variabilitatsgebiet & aus gewissen kleinen Umgebungen der Nullstellen 
von f, (9) besteht. Es sei N das Maximum der Wurzeldifferenzen in 
den einzelnen Gruppen, C(o) eine ganze Funktion, welche fiir die in 
Betracht kommenden 0 von Null verschieden ist. Nehmen wir dann 


(12*) dy = dy (0) = fol@ + 1) fo (e+ 2)---fy(@ + N)C (0), 


so vermogen wir eine Folge von Funktionen d, = d,(g) (vy =1, 2,.-.) 
zu bestimmen, die fiir alle 9 in ® den Gleichungen (12) genitigen. 
Wir konnen also nicht nur fiir die Nullstellen von f, (@), sondern sogar 
fiir alle @ in G eine Reihe der Form (8) bilden, welche die im all- 
gemeinen inhomogene Gleichung 


(14) Olu) = 4) fo) pay. 


befriedigt. 


190. Bei der zweiten Normalform lassen sich ganz analoge Be- 
trachtungen anstellen. Wir setzen an 


¥ (be Y, (aL)? dy Ua lia) 
(15) AO ae ap cease (ey) = 3 SO. 


wobei d, + 0 sein soll, und finden 


Os = tex a [Zpotr” +4 Ae +7—1)+-- +46) 


v= 


mit 


f@,o)= Sele+1) +i )R@— Dd gaps ea 
4=0 s= 


Die GréBen d, kénnen aus dem System (12) entnommen werden, 
wenn man in ihm alle Buchstaben iiberstreicht. Insbesondere muf o 
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eine Wurzel der Gleichung f,(@)=0 sein. Da aber a; = a; ist, 
stimmt diese mit (13) tiberein. Die beiden Nocmalfoteten Tee also 
dieselbe determinierende Gleichung. 


§ 2. Konvergenzbeweis fiir die gefundene Entwicklung. 


191. Zum Beweise der Konvergenz der Entwicklungen (8) und (15) 
beniitzen wir eine Majorantenmethode. Es gentigt, wenn wir den Beweis 
fiir die erste Normalform, also fiir die Reihe (8) fiihren, da er bei der 
zweiten Normalform ganz analog verlauft. Dabei wollen wir nicht nur 
die Konvergenzhalbebenen, sondern auch die Summabilitatshalbebenen 
der Reihen (4) fiir die Funktionen g,(«) beriicksichtigen. Dies bringt 
fast gar keine Erschwerung mit sich; durch die Transformation (3) 
k6nnen wir ja immer von summierbaren zu konvergenten Fakultaten- 
reihen tibergehen. Die Reihen (4) mogen also etwa in der Halb- 
ebene o >4,, aber in keiner groSeren Halbebene durch arithmetische 
Mittel y-ter Ordnung summierbar sein. 

Zunachst setzen wir, da es bei u (2) im wesentlichen nur auf die 


(Gs) 


Untersuchung des Faktors von Toso ankommt, zur Vereinfachung 
. : T(x) 
(16) Ue) egy Me) 


Dann k6nnen wir ausrechnen, daB 


(17) Q[u(#)| = 
Lae - j é se : 
reraS I @re—1--(ere-DAv@) B (F) e@+1)--- +s FD) 8 (0 


wird. An die Stelle der Gleichung (14) tritt daher die neue Gleichung 


8s) S'(—1N'@ + e- 1) © +e-DK@AWA) = HOKE): 


In ihr ist h, (@) eine lineare Funktion von g,(x), g;,,(&),.-., g,(@) =1, 
also fiir o > A,’ = Max (A,, 0) durch eine konvergente Fakultatenreihe 


oo 


PO noes cerarcecaay age eon 


darstellbar; insbesondere ist der Koeffizient von A v(x) gleich g (x) == 1. 


Die Gleichung (18) hat deshalb offenbar die ee Losung 


19 = & eaadas 
o At Serene 


Ee 


i 
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Damit haben wir uns von dem Faktor Geo vo) ) freigemacht. Die 


Entwicklung (19) ist indes noch nicht geniigend einfach zu behandeln. 
Wir wollen vielmehr v(x) in eine andere Reihe entwickeln, in der 
statt der komplexen Zahl 0 die ganze Zahl y auftritt. Zu diesem Zwecke 
multiplizieren wir die Gleichung (18) mit der rationalen Funktion 


(+n) (@tr—1)---(@+r—n 41) 
(20) k (a) G#eSlyGipo =2)2-.@ + o— 1)" 


welche sich in eine fur o > KR (n — e), o > 0 konvergente Fakultaten- 
reihe 


a 


(20*) k(®)=1+ >) ze ee 


=a (w+r)(e+r+1)---(@+tr+s) 


entwickeln 14Bt; dann entsteht aus (18) 


1) Se $9 tri DM OALO = do) (9k. 


Dabei sind die Funktionen hf (x) fir o > u = Max (d,, 0, R(n — 0)) 
durch konvergente Fakultatenreihen 


(22) hj (x) =e,5+ ») “inet1° 


a (e +7) (a + t+ty+1)- accom 
§ 


darstellbar; insbesondere wird hj (x) = h, (w) = 1, und zur Abkurzung sei 


: = Gis+1° A ieee 
(22*) Ry (2) pre ai (a + 2) (a+r +1) : +(x +r +s)’ 
also 


hj (x) = 9 — k; (2). 


SchlieBlich spalten wir zur gréBeren Ubersicht die Gleichung (21) auf in 


(23) A [uv («)| = B[v(x)] + do (@) fy (Q) F @) 
mit 
[v(z)] = SIE) cca (@ Ne tri +1 Ave) 


Blo@)) = SY (— a) @ +N +r 7+ YA). 


4=0 


(26) 
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Wie man sich durch Vergleich mit (14) tberzeugt, wird der 
Gleichung (23) formal durch eine Reihe von der beabsichtigten Form 


o 


Dy 
1) = 2 Gara eapdl) mesa) ‘ 


(24) 


genigt. Um die Rekursionsformeln fir die Koeffizienten D, bequem 
aufschreiben zu konnen, fiihren wir ahnlich wie in § 1 eine Funktion 


n—1 
(25) F(x, v)= S'v(vy+1)---(» +4 —1) 2, (2) 
4=0 
xg ae - 
DOE ADGA eee eee) 


ein, wobei die Fakultatenreihe fiir o > w konvergiert. Ferner rechnen 
wir uns nach (17) aus, daB 


Deore t)--@bi=1)= Maoo+r)---(otry+i-1 
i=0 i=0 


= fo(o +) 
ist. Transformieren wir schlieflich noch k(a#) mittels (3) in die Gestalt 


oO 


| Cy 
(22**) h(x) =1- Drees aye LC ay 


| 
v= 


so konnen wir in der Gleichung (23) die Koeffizienten vergleichen 
und bekommen hierdurch zunachst 


Dy = 4% (@) 
und allgemein ftir die D, das Rekursionssystem 


D, fy (o-+ ») = D1 F, (v —1)+ +--+ D,F,-10) + D,F,0)+ Dy fo(o)C,, 


das wir unter ahnlichen VorsichtsmaBregeln wie bei dem System (12) 
in § 1 immer aufzuldsen vermégen. Da f, (0), F,(v) und C, rationale 
Funktionen von g sind, ergibt sich 


D, = R,(@) do (Q), 
wobei R,(@) eine rationale Funktion von 0 bedeutet. 


192. Nach diesen Vorbereitungen treten wir in den eigentlichen 
Konvergenzbeweis ein. Wir wollen zeigen, dab die Reihe (24) fiir v(@) 
in der Halbebene o > « — m absolut konvergent ist. Dies geschieht 
so, da wir fiir eine als Lésung einer einfachen Majorantendifferenzen- 
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gleichung zu (23) entspringende Fakultatenreihe, deren absolute Kon- 
vergenz die absolute Konvergenz der Reihe (24) nach sich zieht, in 
der Halbene o > uw —n absolute Konvergenz nachweisen. 

Zunachst stellen wir die eben erwahnte Majorantendifferenzen- 
gleichung auf. Bei einer beliebigen, in der Halbebene o >4/ kon- 
vergenten Fakultatenreihe 


mit den Koeffizienten a,,, besteht nach Formel (4) in Kap. 9, § 1 fiir 
die Summe der (m-+1) ersten Koeffizienten (m= 0,1, 2, ...) bei 
passendem positiven M und positivem ¢ die Abschatzung 


| m 
ee ey ete 
PZ Ma : 


m! 


| s=0 
Bilden wir nun die Reihe mit positiven Koeffizienten 


- M ven Vee Gt e) Ul be+1) 
CO ae We eGo ee ees, Sf? 


so ist diese in der Halbebene o > 2’ + ¢ absolut konvergent, und 
die Summe ihrer (m+ 1) ersten Koeffizienten tibersteigt den Absolut- 
betrag der entsprechenden Summe bei der urspriinglichen Reihe; 
denn es ist 


pie We Dal se Ntetm—l1 
pba 1 )+( 9 jee a, m 
(Aare lear 2) (Ue) 


m! 


Deshalb nennen wir diese Reihe eine Majorantenrethe der gegebenen 
Reihe. 

Derartige Majorantenreihen ermitteln wir fiir die Koeffizienten , (x) 
und k(«) in der Gleichung (23). Die Reihen (22*) und (20*) sind 
fiir ¢ > wu konvergent. Daher erhalt man als Majorantenreihen 


ee} 


M — (attr s)\(u7e+l).--(@etrytets—l1) 
Samrg et (atr)(@+tr+))---(@+r+s) ; 

K “ (wtr- €)(u+ P--€ pal) Pea Pi ea Si 1) 

. i Pee asian te (ww t+r)\(@tr+1)---(@+r4+s) 4 


s=0 


wobei M und K von o unabhangig sind. Die Koeffizientensummen 
dieser Reihen sind positiv und groBer als die absoluten Betrage der 
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entsprechenden Summen S,,,= S'c,, (i=0,1,....~—1) und 
m / ga : , 

S,,= dc, bei k;() und k(x). Die mit den Majorantenreihen ge- 
gk 


bildete Ditferenzengleichung 


de i 
(28) Dy (—Mia (e+) @ tri + YAI@) 
i=0 - 
M ay . : K 0, 
ate 1)'(@ 7 AeA: Fa a AI )+ 95 je pees 
bezeichnen wir als Majorantendifferenzengleichung 20 (23); Oy, 0,,---) @, 


und 6, sind Konstanten, iber die wir noch passend verfigen werden. 
Die determinierende Gleichung lautet 


n 


D>) @o(€£1)---€+1—1) 50. 


i=0 
Wir wollen die @, SO wahlen, daB sie die Form 
Puta SE 


annimmt, also insbesondere @ = 1, und wollen unter «, eine positive 
Zahl zwischen 0 und 1, z. B. a, =; verstehen. Setzen wir dann fur 
v(w) nach dem Muster von (24) die Reihe 


: % dy 
(29) Wen caer 1) (@tr+2)---(@+r+4%) 
an, so erhalten wir fiir die 6, das Rekursionssystem 


6, (a, 7" + 1) = 6,.4F, (vy —1)-+---+6,F_1(1)+ 6,7, (0) £4, C,. 


Nun™sind die friheren’ Groben  F (y) (S'== 12,4052 ==; 1s 2 eee) 
lineare Funktionen der Koeffizientensummen Ses me posttiven Ksetfi: 
zienten. Dies rechnet man sich aus den Formeln (3), (22) und (25) 
aus. Bei der Gleichung (28) sind die S,,, durch positive Zahlen 
von groBerem Absolutbetrage ersetzt. Folglich sind die F, (v) positiv 
und gréBer als |F,(v)|. Ebenso sind die C, positiv und gréBer 
als |C,|. Mit Hilfe des Rekursionssystems ergibt sich dann, daB 
wir es durch geschickte Wahl von 6, immer so einrichten kénnen, daB 
samtliche 6, fir alle o in & ais: sind als die entsprechenden | D, |. 
In der Reihe fiir v(x) sind wir also im Besitz einer Reihe, deren 
Koeffizienten positiv sind und gréferen Absolutbetrag haben als die 


i,m 
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entsprechenden Koeffizienten bei v(«). Wir werden demnach am Ziele 
sein, wenn es uns gelingt, nachzuweisen, daB die Reihe fiir v (a) bei 
o > «—n absolut konvergiert. Hierzu schatzen wir die 0, ab. Wir 
tragen die Reihe (29) in die Gleichung (28) ein und bekommen dann 
durch Koetfizientenvergleich eine Differenzengleichung 1. Ordnung in » 
fur die 6, mit rationalen Koeffizienten. Wir konnen also die 0, als 
Gammaquotienten leicht explizit aufschreiben und finden dann 


onayi < konst. yotet?—2 
Unter Heranziehung der Formel fiir die Konvergenzabszisse einer 
Fakultatenreihe schlieSt man hieraus sofort, daB die Reihe (29) und 
daher auch die Reihe (24) fiir o > ~ — mn absolut konvergiert. Damit 
ist der Konvergenzbeweis erbracht. 

193. Man kann sogar noch etwas mehr aussagen. Es laBt sich 
namlich beweisen, dai die fiir 6 > «—n konvergente Entwicklung 


‘ Dy+1—vDy 
(30) Male Dy tS eanet ey Ely. (eey vy) 


bei o > wu’ = Max(u,#(m —e;-+ 6) und passender Verkleinerung 
von @ gleichmafig in @ konvergiert. Man darf also nach o differen- 
zieren und findet dann neue Reihen, die unter denselben Bedingungen 
konvergieren und die Ableitungen von w(x) nach @ darstellen. Diese 
Bemerkung ist niitzlich, wenn unter den Wurzeln der determinierenden 
Gleichung kongruente vorkommen. Dann erhalten wir namlich auf 
die bisherige Weise nicht m, sondern weniger linear unabhangige 
Losungen. Wohl aber ko6nnen wir uns ein Fundamentalsystem ver- 
schaffen, wenn wir Differentiationen nach @ vornehmen. Hierin liegt 
der Hauptvorteil der Einfithrung der Hilfsveranderlichen 9. Es sei 


TEM 
v (a; 0) =v (a); iu (e, Oy u(x) = rey? (ac), 
a™ v (; @) 2) ) 0 u(x, ) 
m(ee)= 2G, ue, e) = *E0). 
u)(x,o) geniigt der Gleichung 
Be Fay De \ 
(31) Olu, l= {a (e) Oras} 


und J4Bt sich durch eine Entwicklung der Form 


a8 


k IEG. } 


s=0 
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darstellen. Dabei sind v(x, 0),..., 0 (2, 0) in Fakultatenreihen der 
Gestalt (30) entwickelbar, die flr o > uw — ym konvergieren. Natiirlich 
k6nnen wir statt dessen auch fiir o > u’ — n von r- ter Ordnung summier- 
bare Fakultatenreihen der Gestalt 


schreiben. 
Nun mogen etwa 0, 0,5 Qg>--+» Qg-1 eine Gruppe kongruenter, 


nach absteigendem Realteil geordneter Wurzeln der determinierenden 
Gleichung bilden, so daf also 


R (Oo) = R(o,) = RO.) 2° 


ist, und es sei 


Oo 01 5. = = 07-7. Cine Serste” Untergruppe, 
0, = 0.2, = ss = 6,4, Cie zweite, Untergruppe 
0, = O41 =" = O,-1 eine letzte Untergruppe 


gleicher Wurzeln. Es ist demnach @, f-mal, @, (i—h)-mal Wurzel usw. 
Dann gewinnen wir nach (12*) fiir d,(@) den Ausdruck 


dy (e) =(¢@ — @,)*(@ — @)*--(@ — @)' Cx (Q); 
und hieraus ergibt sich 


(34) dy (0) fo (0) =e — @)*(e — @,)*-:-(@ — @,)2 Ca (@)- 


C,(@) und C,(@) sind ganze Funktionen, die in der Umgebung der 
Wurzeln der Gruppe von Null verschieden sind. Tragen wir den Wert 
(34) fiir d,(@) fy(g@) in die Gleichung (31) ein, so verschwindet die 
rechte Seite fiir @= @,. Daher besitzt die homogene Gleichung 
Q[u(«)] = 0 die Lésungen 


U(, 0), w(x,@,),--.. u@-Y(x,e,_,)- 


Man erhalt somit zu jeder Wurzel der determinierenden Gleichung 
eine Loésung, insgesamt also m Lésungen, d.h. die geniigende Zahl 
fur ein Fundamentalsystem; daB diese Lésungen, die wir das kano- 
mische Lésungssystem nennen, wirklich ein Fundamentalsystem bilden, 
wird sich spater aus ihren asymptotischen Eigenschaften ergeben. 
Ubrigens gewinnt man auf die geschilderte Weise noch mehr Lésungen 
der Gleichung Q[w(x)] = 0; aber diese sind nicht mehr linear unab- 
hangig voneinander, Zusammenfassend kénnen wir den folgenden Satz 
aussprechen : 
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Die Differenzengleichung n-ter Ordnung (5), in der sich die Koeffi- 
ztenten g,(x) in Fakultdtenreihen der Gestalt (4) entwickeln lassen, welche 
fiir o > 4 konvergieren und fiir o >, durch arithmetische Mittel r-ter 
Ordnung summierbar sind, besitzt n Lésungen von der Form 


k 
® i 3 & ES) 
(32) (0) = 3) (7) 9 0) es Tete 
Daber bedeutet 0, eine Wurzel der determinierenden Gleichung (13), 
und die v®)(x,0,) sind Funktionen, die sich durch Fakultdtenreihen 
von derselben Gestalt wie die g,(x) darstellen lassen, welche fiir o >i’ — n, 
6 > —R(o,) Ronvergieren und fiir o> 1,’ —n, o> —R(0,) von r-ter 
Ordnung summierbar sind. 

Die in diesem Satze angegebenen Konvergenzbedingungen kénnen 
nicht verscharft werden. Die Bedingung o >4W—~n ist notwendig, 
weil sich auf der Geraden o =/ ein singularer Punkt der g,(x) be- 
finden kann. Dann liegt namlich, wie wir in §7 sehen werden, auf 
der Geraden o=A— vn ein singularer Punkt der Losungen. Die Be- 
dingung o > — m ruhrt daher, daB fiir 2 <0 der Punkt x = 0 im all 
gemeinen ein einfacher Pol der Koeffizienten ist. Wenn er ausnahms- 
weise ein regularer Punkt ist, fallt die Bedingung fort. Die Bedingung 
o > — ¥(@,) schlieBlich kommt dadurch herein, daB v(x,@,) an der 
Stelle « = — @, einen Pol hat. Andernfalls mtSte namlich w(x, o,) dort 
eine Nullstelle aufweisen, was im allgemeinen nicht der Fall ist. 

Mit Hilfe der Transformation (3) kénnen die Reihen fir y® (x, 9) 
bei o >u—n, o > 0 natiirlich auch in die Gestalt 


*(e) 
a (x, Oe -Saaey -(2@toty—1) 


gebracht werden, welche dem Ansatz (19) entspricht. 


§ 8. Asymptotische Eigenschaften der kanonischen 
Losungen. 


194. Vermoge der in Kapitel 9 auseinandergesetzten asymptotischen 
Eigenschaften der Fakultatenreihen in ihrer Konvergenzhalbebene ist es 
ein leichtes, das Verhalten der kanonischen Losungen bei Annaherung 
an den unendlich fernen Punkt zu untersuchen. Dazu denken wir an 
die in Kap. 9, § 2 aufgestellte Entwicklung 


ag I (@) a, aie ‘5 s— 1 
a ey = 20) + 2, @)logZ +--+ O(log" 5 
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in der Q, (x), Q,(a),..., 2,(x) fir o> 0, R(w +e) > 0 konvergente 
Fakultatenreihen ohne konstantes Glied sind. Machen wir in dem 
Ausdrucke (32) fiir die Lésungen von dieser Entwicklung Gebrauch, 
so finden wir 


(35) u(,0)= (2) [oo @) +r @loe; +--+ 9, (2)los*5|. 
Hierbei bedeuten g, (x), o,(#),.--, 9, (@) fir o> 0, o> —R(Q), 
o>A—n bzw. o>1,—n konvergente bzw. von r-ter Ordnung 
summierbare Fakultatenreihen. 

Die Gleichung (35) laBt mit beliebiger Anndherung das Verhalten 
der kanonischen Lésungen erkennen, wenn x im Konvergenzgebtet der 
Fakultdtenrethen ins Unendliche wandert. Beschranken wir uns der 
Einfachheit halber auf die ersten Glieder der asymptotischen Ausdrtcke, - 
so ergibt sich bei der friher betrachteten Wurzelgruppe Qp, Q,; Qg) +--+» Qy 
folgendes. Fir die Loésungen der ersten Untergruppe u(#, @9), 
4) (@, Os -2 +, we Chto, 2), Dekommen= wir 


(8) pe , 
(36) lim et = dy (04) ead bah eatery == 8 
|%|—->2 log ® — 
x 


fiir die Losungen: 4, 6,). 0°) (2,0; ln on hn (C50. te eer 
zweiten Untergruppe 


(h+s) f oa 
(36%) lim ae Ghee)? ede boy (S05 Lous ue) 
|a| >a (=) log § — ; 
« #0 


“14 a : . 
usw., wofern — 5 +eée<arcr< 5 —eé (€ > 0) ist und z& in der Halb- 


ebene o >A,—n, 6 > 0, 6 > — K(e) ins Unendliche wandert. Fir 
Losungen derselben Gruppe gilt also immer 


ae (x, 9) Jess O 


6 = uve G Se 7): 
|z| >a & (x, @s) 


Aus dieser Tatsache entnimmt man mittels der in Kap. 11, § 2 an- 


gewandten SchluBweise, da’ die kanonischen Lésungen ein Funda- 
mentalsystem bilden. 


§ 4. Analytische Fortsetzung der kanonischen Lésungen. 


195. Bisher kennen wir die kanonischen Lésungen im Konver- 
genz- bzw. Summabilitatsgebiet der fiir sie aufgestellten Entwicklungen. 
Dort sind sie regular bis auf die etwa daselbst liegenden unter den 
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Punkten 0, —1, — 2;..., welche Pole sind. Mit Hilfe eines Ver. 
fahrens, das wir schon friiher (Kap. 11, § 1) benutzt haben, kénnen wir 
jetzt leicht die analytische Fortsetzung der Lésungen in die ganze Ebene 


bekommen. Dazu schreiben wir die Differenzengleichung (5 \eineden 
Gestalt 


Sue +d 31) (ni) @ +81) +n —de(e+n)=0 


und ldsen sie nach w(x) auf. Das gibt 


~ 


(37) «(@) = S(-1 ve +) 3 (1) (ned agey 


saa are (x oe aha 
Nuns mogen die Koetizienten g, (x),/z,(“),.:., g,-,(&) it die ganze 
Ebene fortsetzbar sein und im Endlichen die- singularen Stellen 
61> Py, Pg,--. besitzen. Dann lassen sich die kanonischen Lésungen 


durch die Gleichung (37) immer um einen Streifen von der Breite 1 
nach links und so allmahlich tiber die ganze Ebene hin fortsetzen. 
singulare Stellen treten dabei nur in den Punkten 0, —1, — 2, 
welche einfache Pole sind, und in den Punkten 


Bese Gea 1s 203,555 Sin ol, mt 2s.) 


auf. Dies sind also die eimzigen singuldren Stellen der kanonischen 
Lésungen. In der Halbebene o > /,,—n konnen singulare Punkte 
naturlich nur in 0, —1, — 2,... vorkommen. 

Zu eindeutigen Koeffizienten g,(x), g,(#), ---, &,-1(%) gehéren 
offenbar eindeutige Losungen. Sind die Koeffizienten ganze Funk- 
tionen, so sind die kanonischen Losungen tberall im Endlichen 
regular auBer in den Punkten 0, —1, — 2,..., welche einfache 
Pole darstellen. Wenn die Koeffizienten meromorf sind, so ist es 
ebenso mit den kanonischen Losungen, und wenn die Koeffizienten 
algebraisch sind, so haben die Lésungen nur algebraische Singu- 
laritaten. Beim Auftreten singularer Linien fiir die Koeffizienten be- 
sitzen die Loésungen deren im allgemeinen unendlich viele. 

Mittels des er6drterten Fortsetzungsverfahrens vermag man das 
asymptotische Verhalten der kanonischen Lésungen in der ganzen 
Halbebene o >1, —n-+e (e >0) wm iibersehen, Man findet, dab 
dort fiir jede kanonische Lésung bei passendem g und nichtnegativem q 


li ee eOnstee 0) 


gilt. 
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§ 5. Differenzengleichungen mit vorgeschriebenem 
Fundamentalsystem. 


196. Nunmehr wollen wir eine gewisse Umkehrung der bisherigen 
Betrachtungen vornehmen. Wir wollen namlich zeigen, daf die von 
uns studierten Differenzengleichungen (5) die allgemeinste Klasse von 
Differenzengleichungen darstellen, welche ein Fundamentalsystem von 
Lésungen der Form (32) besitzen. 

Der Einfachheit halber fiihren wir den Beweis nur ftir den Fall 
durch, daB die GroBen @,, Q,,---, Q,, welche friher als Wurzeln der 
determinierenden Gleichung auftraten, alle verschieden und inkongruent 
sind. Wir denken uns ein Fundamentalsystem von Losungen 


a Pee Re, dy (05) 
ee T(e+ 0) (@ +0.) (@+ 0541): @+e,+¥—1) 


vorgeschrieben (s =1,2,...,2), wobei die Reihen fir o>1—m 
konvergieren sollen. Zudem seien die 9, alle voneinander und die 
d,(@,) von Null verschieden. Dann behaupten wir, daB die zugehorige 
Differenzengleichung m-ter Ordnung von der Form (5) ist. Zum Be- 
weise setzen wir die Differenzengleichung in der Gestalt 


u (2) A u(x) . A u (2) 
(38) Ofua—|%@) An@)---An@))—o 
u,, (2) A U,, (2) - Au, (x) 


an. Die Differenzen von u, (x) lassen ei leicht bilden. Man findet 
me B== Os Ny coco 


(—1)'(@ 1) @—2)--@ —DAue, o) = porn, 0) 


mit 


2 


= (0st) (os ty+ 1) Ser -(os+r+i—1)d Qs 

nile 0) = >) a 
ere) @Frest1)-+- e+ ot —1) 

wobei die Reihen fiir o >A konvergieren. Tragen wir diese Ent- 

wicklungen in die Determinante (38) ein, nachdem wir zuvor die 

(i+ 1)-te Spalte mit (— 1)’ (#—1) (#—2).. -(« — 1) multipliziert haben, 

und unterdriicken wir nachher in der zweiten, cdritten sean (n, + 1)-ten 


§ 5. Differenzengleichungen mit vorgeschriebenem Fundamentalsystem. 369 
Zeile die Faktoren 


I" (x) I(x) (a) 
INEs0;) * Foy OVP e-o,)’ 


so ergibt sich eine Determinante von folgender Beschaffenheit. Die 
Elemente der ersten Zeile lauten 
; eae A 
(=1)'@ —1)@—2)--@—sAu(z) (6=0,1,....), 
Th 

und alle anderen Elemente sind Fakultatenreihen, die fiir 9 >A kon- 
vergieren. Da nun das Produkt einer endlichen Anzahl fiir o > 2 
konvergenter Fakultatenreihen in eine fiir o >A, o >0 konvergente 
Fakultatenreihe entwickelbar ist, sind die Unterdeterminanten zu 
den Elementen der ersten Zeile Funktionen, die sich durch Fakul- 
tatenreihen darstellen lassen. Das konstante Glied in der Unterdeter- 


minante zu (—1)"(« —1)(a — 2)---(@ — n) Au (x) lautet 


1 Ope Ou lOy tess = Ob Oy sel Nm (Ogata 2) 
Gea) He) 20.) dylan BIBED vy Ds lea), 
1 On On (On ag 1) + + + On (On+ 1) ay (On an h— 2) 


Es ist von Null verschieden; denn die Koeffizienten dy(0,), dp (Qa), «++» do(0,) 
sind nach Voraussetzung nicht Null, und die Determinante laBt sich 
auf eine Potenzdeterminante zuriickftihren und in der Form 


IT (0; -, @,) 
PSs, 
ts = oad 
schreiben, ist also ebenfalls nicht Null, da wir die g, als verschieden 
angenommen haben. Dividieren wir die Differenzengleichung durch 


den Koeffizienten von (— 1)"(a—1)(@—2)---(«—n)Au(z), so 
et 


ko6nnen wir daher die hierbei zustande kommenden Quotienten von 
Fakultatenreihen wieder in Fakultatenreihen entwickeln und damit die 
gewiinschte Gestalt (5) der Differenzengleichung herstellen. Die Ko- 
effizienten g,(~) in dieser sind dann fir o >/, 6 >0 konvergente 
Fakultaitenreihen. Die determinierende Gleichung ist, wie man_ sich 
leicht tiberzeugt, vom m-ten Grade und hat die Wurzeln 9,,Q,,---» Q,- 

Wenn die Zahlen 9, zu Gruppen zusammentreten, das Funda- 
mentalsystem also aus Losungen der Gestalt (32) aufgebaut ist, konnen 
entsprechende Uberlegungen durchgefiihrt werden. Dabei mu man 
nur durch passende Kombinationen der kanonischen Losungen die Ab- 
leitungen der Gammaquotienten nach den g zum Verschwinden bringen. 


NG6rlund, Differenzenrechnung. 24 
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§ 6. Im Unendlichen regulare Koeffizienten. 


197. Beim Studium der asymptotischen Eigenschaften der kano- 
nischen Lésungen haben wir uns bisher auf eine gewisse Halbebene 
beschranken miissen, und unter unseren gegenwartigen Annahmen uber 

die Koeffizienten laBt sich auch kein weitergehendes Ergebnis erzielen. 

’ Wenn wir hingegen die neue Voraussetzung machen, daf die Koeffi- 
zienten g,(x) im Unendlichen regulary sind, kOnnen wir viel mehr aus- 
sagen. Zunachst sieht man ohne Mihe, dafs dann die Relationen (36) 
auf allen Geraden parallel zur imagi- 
naren Achse richtig bleiben. Es sei 
namlich R der Radius eines Kreises, 
welcher alle Singularitaten der Koeff- 
dewey A. 2 zienten im Innern enthalt. Dann liegen 
alle singularen Punkte der kanonischen 
Losungen im Endlichen in einem 
MULL Halbstreifen um die negative reelle 
t=-fA Achse, begrenzt von den Geraden 

Fig. 50. Om Rat = RY wee Re ie. 

und mittels der in § 4 angewandten 

Fortsetzungsmethode uberzeugt man sich vom Bestehen der Bezie- 
hungen (36) auf allen Geraden, die mit der positiven reellen Achse 


Boe 


einen Winkel hoéchstens yom Absolutbetrage 5 bilden. 


Um das asymptotische Verhalten auch auf Radienvektoren unter 
stumpfen Winkeln gegen die positive reelle Achse bestimmen zu 
kénnen, gehen wir folgendermaBen vor. Im gegenwartigen Falle laBt 
sich die Differenzengleichung (5) in die zweite Normalform 


(6) 9 M(—tfe(e +1). @+i— DE (e)Au(z)=0 


i=0 
bringen, in der die Koeffizienten g,(x) in Fakultétenreihen der Form 


(7) . BOD eee 


s=0 


entwickelbar sind. Diese mégen etwa fiir o <2 konvergieren. Dann 
haben wir bereits in der Gleichung (15) die formale Lésung 


. Ca au oes ae dy (@) 
(15) ODO cea aa Pew reerceei at ec 


aufgestellt. Wenn die Wurzeln der determinierenden Gleichung, die 
ja fiir beide Normalformen dieselbe ist, Gruppen bilden, so finden 


§ 6. Im Unendlichen regulare Koeffizienten, IVA 
wir durch Differentiationen nach o entsprechend wie frither n linear 
unabhangige Lésungen von der Gestalt 


k 


k-s 
— (ky 5 ee I (1—2) 
(39) u®) (x, 0,) =2i (e708) pi* TU a+ &) 


mit 


7) (8) eee Sy ds, » (Q,) 
v (@e)=2, («—1)(@—2)---(@—y)’ 


wobei die Fakultaétenreihen fiir o<A2tn, oc n+1, 6< R(1 + @) 
konvergieren. Im Konvergenzgebiet gilt fiir das asymptotische Ver- 
halten dieser Losungen 


~ (k) 
(40) lim Bile NENG konst. 
|a|>o (1 ti 
WH 6 wv 


Wir werden also am Ziele sein und die asymptotischen Eigenschaften 
der kanonischen Losungen u(x, 0,) auf beliebigen Radienvektoren 
zu ubersehen vermogen, wenn wir die linearen Relationen zwischen 
den u™ (x,0,) und den u(x, 0,) und das asymptotische Verhalten der 
pertodischen Koeffizienten in diesen kennen. 

Zu dem Ende nehmen wir die Wurzeln der determinierenden 
Gleichung alle als voneinander verschieden und zueinander inkongruent 
an. Dann gibt es n linear unabhangige Losungen von der Form (15). 
Diese lassen sich, da die GroBe 


r*(1—2) : 
Pd=c—ord—z-+e) 


eine Fakultatenreihenentwicklung gestattet, auch in der Gestalt 


Pd —2=2) y7 7,-0(0+1):+-(e+y—1) 


(41) DONT (1-2) Gee Os Gn). 


schreiben. Wir wollen zeigen, da die y durch die Koeffizienten 
in den kanonischen Lésungen wu («, g) einfach ausdriickbar sind. Tragen 
wir die Entwicklung (41) in die Differenzengleichung (5) ein, so er- 
gibt sich, daB 


70 (w—t— 1) (w—t—2)---(w—t—») 


: eo 7 t a AOE cl 
4=0 


sein muB. Um die hieraus entspringenden Rekursionsformeln fir 
24* 
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die GroBen y, bequem aufschreiben zu konnen, fuhren wir neue 
GréBen y, ein durch die Gleichungen 


(43) a ee al r= (3) eas: 


s=0 


es sollen also die y, die aufeinanderfolgenden Differenzen der y, sein. 


Dann fiihrt die Anwendung der Transformation (3) auf die in (42) 
vorkommende Fakultatenreihe zu 


7p Och?) Ore t Wee +3129 1) 
» (w—t—1)(w—71—2)---(w—1t—y) 


v=0 


1 
SEM (Fa @ ti @+s+9—s-1) @t—1) (e472) (+78) 
@—N@=2)@—») 


v=0 


Greift man auf die Funktion f (#,@) aus § 1 


(10) )= So (o+1)---(e +1 —1)¢,@) 


zurtick, welche mit leichter Abanderung gegen frither die Entwicklung 


_ 57 __ v(0) e(e+1)-*-(@+s—1) 
eee eae) ae 


erlaubt, so erhalt man aus (42) die Beziehung 


= 1 yee a 
(HD Eeap cean Te ety— (7 )nafleetr =» 


+--+ (=1""'y,f@ 0 +1) = 


Nun ist aber im gegenwartigen Falle die Funktion f(%,0) im Un- 
endlichen regular und daher auch in eine Reihe 


ase (0) 
Boe bakes ios: (@—y—s) 


entwickelbar; dabei ist 
Dy +d (e) ae 


2G 1) (Jeet ---@+s-Nebr +s) ebrts—1)-- (er ts—i+ 1p 144 (0). 


§ 6. Im Unendlichen regulire Koeffizienten. Bile. 


Fuhren wir diese Entwicklung in die Gleichung (44) ein, so bekommen 


wir nach einiger Rechnung schlieBlich fiir die y,, ¥,--- die Rekursions- 
formeln 


%o Po (@) = 9 
(45) 72 ¥0(@ is sh bose) = 0 


es (0 + +, Pale ee Nee 75 0)e an 
Vergleichen wir sie mit den Formeln (12), so erkennen wir, dab 


ad =y,o(o +1)---(e+»—1) 


wird, wofern wir 


dy = Yo 


setzen. Damit haben wir bewiesen, daB eine Differenzengleichung (5), 
in der die Koeffizienten gy (x), g, ("),---, &,—4 (v) tm Unendlichen regular 
sind und g,(x)=1 ist, neben einer Lésung von der Form 


I (a) UG Gt lL) poo 91) 
Se fee ae SD 


eine andere von der Form 


mee oN 1p Oe (ev )) 


(41) EE a ae GE te 2) @—») 
besitzt, im der die ¥,,,,... die aufeinanderfolgenden Differenzen der 
Vir Yor +++ Sind. 


198. Nenmene wollen wir die linearen Relationen 


(47) =x, ) am, (a) 


mit periodischen Koeffizienten a, ,(«) zwischen den beiden Losungs- 
systemen studieren. Durch Aufiésung der Gleichungen 


A u,(2) = Ym, (2) AG, (2) (Za 07 al n — 1) 


nach den 7; ,() findet man 


D;. s\%) 
(48) NG $ (x) oes (x) 3 
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wobei wir mit D, ,(«) die Determinante bezeichnet haben, die aus 


Ak aI, oe ee 
| n—1 at ae . n—1 
AH) Bae). "A aC) 

= <i), —-1 


hervorgeht, wenn u~,(x) durch w, (w) ersetzt wird. Ist R der Radius eines 
Kreises, der alle Singularitaten ‘der Koeffizienten g,;(a) der Differenzen- 
gleichung (5) umschlieBt, so sind die Lésungen w, (x) und u, (x) ober- 
halb und unterhalb des Streifens — R <1 <R (Fig. 51) im Endlichen 
iiberall regular, ebenso daher die a, ,(x); denn die Determinante D(x) 

c=R kann als Determinante eines Funda- 
x mentalsystems an keiner Stelle im End- 
lichen auBerhalb jenes Streifens ver- 
schwinden. Setzt man e2%**— z, so ist 
demnach 7, (x) eine analytische Funk- 
tion von z, welche in der Umgebung 
der Stellen z = 0 und z = o eindeutig 
ist. Sie ist sogar regular in diesen 
Punkten. Es sei namlich @ ein Punkt 
im Inneren des Konvergenzgebietes der 
Reihen fiir die u,(~), dann wollen 
wir zeigen, daB in den Halbstreifen a—1<o<a, t>R und 
a—1<o<a,t< —R die Funktion z, , (x) fiir | ¢ |—+ oo gleichmaBig 
einem Grenzwert zustrebt. Dazu tragen wir in den Ausdruck (48) an Stelle 
der u,(x) ihre Fakultatenreihen und an Stelle von u, (a) die Entwicklung 


BaP CWT ye Oh Te CHM a China oo gM 
Be) PEt Me Gtaleterl- (DE Ope 1) aera of 


ein, in der ¢, (w) eine im Halbstreifen gleichmaBig nach Null strebende 
Funktion .bedeutet. Dann zeigt sich, daB a, , (w) gleich dem Produkt 
der GroBe 
T(x) (1—2x) 
P@eto)rl—e—e,)- 


ete, 


mit einem Quotienten zweier Determinanten ist, in denen sich jedes 
Element fir |%|—- oo einem Grenzwert nahert. Der Grenzwert der 
Determinante im Nenner ist 


(le, @(a+1)..-. 0: (0, + 1)-- Pe 
¥0(@1)---Yo(@q)) C2 Oo (@2+1)- - - og(2+1)---(@+n-2 


S27 50: | Have we ene: Sie giorig. isl. erat Toe athe oll cea OUoue 5 man bela 76, 


[1@n On(@n+1) - - - @n(On+1)--- (en +2—2)| 
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also von Null verschieden, und den Grenzwert der Determinante im 
Zahler erhalt man, wenn in dem eben aufgeschriebenen Ausdrucke 0, 
durch 0, ersetzt wird. Somit bekommen wir fiir s = j 


lim 7, (2) = — g-2xto ; 
(49) bie 
lim 7, , (x) =i, 


lo te?) 


wahrend fur s =-7 die Zahlerdeterminante und also auch a, , (w) nach 
Null konvergiert. Dies geschieht sogar schneller als bei jeder Potenz 
von #; denn zufolge den Relationen zwischen den y, und den y, 
strebt die Differenz zwischen einem beliebigen Element der j-ten 
Spalte und dem entsprechenden der s-ten Spalte schneller nach Null 
als jede Potenz von x. Es gilt also bei beliebigem mu 

(50) ue wn, .(%) = 0 fur <si== 7. 

T|—>o 

Demnach ist x, a(t), wie behauptet, eine analytische Funktion von 
ee ent iy, jek =0 und z= co regular ist und fiir s+ 7, aber 
nicht fiir s = 7, im diesen Punkten verschwindet. 

Mit Hilfe der linearen Relationen (47) und der Gleichungen (49) 
und (50) fiir das asymptotische Verhalten der mt, , (x) beherrschen 
wir nun das asymptotische Verhalten von w,(x) auf allen Radien- 
vektoren, welche mit der positiven reellen Achse Winkel von kleinerem 
Absolutbetrage als a einschlieBen. Insbesondere wird 

lim 2° 1, (a) = Yo- 
|a|—> 0 

Unter der Annahme, dap die Koeffizienten g,(x) im Unendlichen 
vegulay und alle Wurzeln der determinierenden Gleichung verschieden und 
inkongruent sind, treffen also die asymptotischen Relationen (36) 
nicht nur fiir — : Sater =< = sondern sogar fiir —m-+-é < arcu <<a —E 
zu. Hingegen bildet die Richtung der negativen reellen Achse 
eine singuldre Richtung. Wir konnen nichts Allgemeingiltiges aus- 
sagen, wenn 2 parallel zu ihr ins Unendliche wandert. Diese Ergeb- 
nisse entsprechen vollig denen, die wir in Kapitel 11 fur Gleichungen 
mit rationalen Koeffizienten erzielt haben. 


§ 7. Beispiele. 
199. Ein einfaches Beispiel liefert die Gleichung 


n 


SE vie — 1) @ — 2) = Day Aule=0, 


i=0 


in der die Funktionen g; (a) sich auf die Konstanten a; reduzieren. 
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Die determinierende Gleichung lautet 


— Saoe+n (@+i—1)=0, 


und alle f, (e) mit s > 0 verschwinden. Sind die Wurzeln Q,, Q,,---, 0, 
der determinierenden Gleichung alle verschieden, so erhalt man als 
allgemeine Losung 

n 


IG? 
u @)= Sao pees. 


t=1 


Wenn hingegen 0,= 0,;;,—=-''=0;4, ist, so entsprechen diesen 
Wurzeln die Losungen 

é° 1S (a) oi 

oa Fete) (Se Onl R). 


Besonders einfach werden die Ergebnisse, wenn die a, von der Form 


a,=(f)a(a—1)--(a—n+i+ 1) 


sind. Dann -hat die determinierende Gleichung die Wurzeln 
a,a—1,...,a—mn-+ 1, welche alle zur selben Gruppe gehoren; jede 
Wurzel bildet eine Untergruppe fiir sich. Die Losungen u,(x) und 


u, (2) 


u,(0) = pera +a—1)---(2t+a—s-+1), 


i, (2) = ete 5" (e wtai 251) a6 et Gg Seslal) 


sind in diesem Falle durch die linearen Relationen 


sin a (w+ a) > (x) 


u,(@) ot pre sina & 


verbunden, ftir welche die Richtigkeit der Gleichungen (49) und (50) 
unmittelbar bestatigt werden kann. Die allgemeine Lésung 1aBt sich 
in der Form 


ee Ge) aes 
w(x) : bat MG ct: 5 Sut a) a? ; 
schreiben. 


200. Wie schon in Kapitel 11 erwahnt, gibt es viele Differenzen- 
gleichungen, welche sich mit Hilfe hypergeometrischer Reihen auf- 
losen lassen. Die einfachsten unter ihnen sind auf die folgenden vier 
Typen zuriickfiihrbar: 
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(61) S7(— 1 (@ = 1)@—2)---(@-) (+2) Au@=0, 


(62) SY (— 1)@ +) +2) @+i-1)(4,- )Au@)=0, 
(53) oie. 1)'(@ — 1) (@ — 2)" (a — 4) (a, pia) Au) =0, 
(54) Z (—1)te(@+1)---@ti 1) (a, aig) Au(e) =0. 


Dabei setzen wir a, —1 voraus. Bei der ersten und dritten Gleichung 
liegt die erste Normalform vor, bei der zweiten und vierten hingegen 


die zweite Normalform. Betrachten wir zunachst die Gleichung (51). 
Fur diese finden wir 


= Sete+ -(@+i—1)(a, 4%), 


und unter Heranziehung der ain o > 0 konvergenten Entwicklung 


EA Dart onb Lea ay @ e(e+1) 


«ate! @to@+rorl) | @+e@+erN@tera! 


konnen wir daher die Relationen 


fp (@) = Se or 1 (O==4 — 1) ¢,, 


MO sie Shane ee 1), 
und pn 


f,-4 (0) = 0 (0 1)>--o = s = 1) 7, (0) 


aufschreiben. Der Einfachheit halber seien die Wurzeln @,,«,,..., ¢, 
der determinierenden Gleichung f,(@)==0 alle verschieden und _in- 
kongruent. - Ferner seien #,,8,,...,8, die Wurzeln der Gleichung 
f,(o) = 0 und), ,,-.., 7, die Wutzeln der Gleichung efo(e +1) 
=f,(@-+-1). Mit Hilfe der Rekursionsformel (12), welche die Gestalt 


__ ef(e+D=f +1) +: Kete—D frlet»)—f 0+ 9) 
feels Filet DA@+2) here 4l) fr (2) do(e) 


annimmt, gewinnen wir dann fiir 0 ~«, die Losung 


wet) f Sed yea = rhe ee “(0 —Yn|¥—1) 
Uy (a) = T(a+qa, hence B,) “mB eng V)+++(cy— Cp +1|r) (ate, |r)f’ 
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wobei zur Abkurzung 
(a|v)=a(a+1)---@+»—1) 
gesetzt ist. Durch Permutation der Indizes bei den a@, ergeben 


sich insgesamt m linear unabhangige Lésungen. Die Reihen sind, wie 
man durch einfache Abschatzungen erkennt, fur 


o>—R(b,)—n 


absolut konvergent, was mit den allgemeinen Ergebnissen im Ein- 
klang steht. 

Die Loésungen sind meromorfe Funktionen, die in den Punkten 
0, = ly 2 und = 0H, ipee= Gea i ig Rm 
einfache Pole haben; wenn b, eine ganze Zahl ist, riicken unendlich 
viele dieser Pole zusammen und geben zur Entstehung von Doppel- 
polen Anlaf. 

Das asymptotische Verhalten der Losungen kommt in den 


Gleichungen 
lim v u,(x) = 1 G12) 8.0) 
|a|>or 
zum Ausdruck, wofern x im Winkelraume — z+ ¢€< arcu <a—e 


nach Unendlich wandert. 

Die obige Reihe ist eine verallgemeinerte hypergeometrische Reihe, 
aufgefaBt als Funktion eines der in den Nenner eingehenden Para- 
I(x) 
Teta)” 
daB eine derartige Reihe eine meromorfe Funktion von a mit 
Polen in den Punkten tn, Dig AN b, n — 2,... 
und ihe “, —1, w, —2,... ist und fiir | «|—> oo bei 
—amte<arcxr<a—e gleithmaBig gegen 1 strebt. 

Die Gleichung (52) hat » Losungen von der Form 


meter, Man sieht also (unter Unterdriickung des Faktors 


ak I (x—e,) £ (ce —y ly—1)-+-(a,—y |y—1) 
NG) 1+ _— : —Bn 1 0 amma 
M, (x) IG) Crane B we 1 (,—c@g+1 | v)-- eat eee 


wobei die Konvergenzbedingung 


6<K(b,) +n+1 


heiBt. 
Fir die Gleichung (53) seien Oo; Oqse 20, die Wurzeln der 


Gleichung gf,(e + 1)=f,(@). Dann wird eine Loésung durch die 
fir o > — §t(b,) absolut konvergente Reihe 


u,(2) T(z) po bo Paes (@,— 6n| yl) (= Fae oN oe Cre Bat+-v—1) 
tN eee) V' (ct, —oeg-+ 1 |r)-- + (6; — Om +1|v) (e+e, |v) 


Hareestelley und durch Vertauschung der Indizes bei den Gr6Ben 
@,, @,..., 0, ergeben sich insgesamt » linear unabhangige Lésungen. 


Dreizehntes Kapitel. 
Die Untersuchungen von Birkhoff. 


201. Statt eine einzige Differenzengleichung n-ter Ordnung, etwa 


A bile\ulety) =0 


zu betrachten, kann man auch ein System von n Differenzengleichun- 
gen 1. Ordnung 


(1) u,(@+1)= S',,(u)u,(@) (= 1,2...) 


i—s 
ins Auge fassen; durch die Annahme 
u(c)—=u,(@), ule@+i1)=—u,(2), .... u@+tn—1)=4, (2) 


erhalt man aus einer Differenzengleichung m-ter Ordnung ohne 
weiteres ein derartiges System. Der durch Verwendung des Systems (1) 
an Stelle einer Gleichung n-ter Ordnung erzielte Vorteil besteht, wie 
Birkhoff [1] hervorgehoben hat, darin, daB man sich dann der ein- 
fachen und ibersichtlichen Matrixbezeithnung zu bedienen vermag. 
Durch Ausfiithrung dieses Gedankens hat Birkhoff viele interessante 
und schoéne Ergebnisse. gewonnen, zu denen wir in Kapitel 11 unter 
anderen Gesichtspunkten gelangt sind. Wir wollen im folgenden zu- 
nachst von der Birkhoffschen Methode sprechen, und zwar hauptsachlich 
von dem Ansatze, weniger von dén Einzelheiten der Theorie. Nach- 
her werden wir uns dem Riemannschen Problem fir Differenzen- 
gleichungen zuwenden, das ebenfalls zuerst Birkhoff [2] behandelt hat. 


§ 1. Die symbolischen Matrixlésungen. 


202. Wir nehmen an, da die Koeffizienten #,, (x) im System (1) 
rationale Funktionen von «a sind, die im Unendlichen einen Pol 
héchstens jw-ter Ordnung aufweisen. Auferhalb eines Kreises von 
gentigend groBem Radius soll also #;, () in der Gestalt 


(2) by; (2) = by + pVaermt 
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darstellbar sein. Ferner setzen wir zunachst voraus, daB die Wurzeln 
01 Q>-++50, der charakteristischen Gleichung 


(3) | Pi; — 9;;@| = 0 (6,,=0 fir 7-4; 6;,=1) 


alle voneinander und von Null verschieden sind. Dann gibt es, wie 
man durch Eintragen und Koeffizientenvergleichung erkennt, » dem 
System (1) formal geniigende Systeme von Funktionen 


; alt) 
ay; (x) = “He (Q,e-") 2s | 33 + — Ser | ; 
IF a) 
(4) ay, (a) = at (9, 07H)" a" | ay, +2! |, 


ie (1) 


a. 
‘ ea Nien J nj 
nj () = 2 (0.6 tt) yi Eres a |, 


a 


wobei 7 = 1,2,...,2 zu nehmen ist und die Determinante | 4; ,| einen 
von Null verschiedenen Wert hat. Die Ausdriicke (4) stehen in Ana- 
logie zu den bei Differenzengleichungen n-ter Ordnung von _ver- 
schiedenen Forschern, z. B. von Galbrun [r, 2] und Horn {1, 2], benutzten 
formalen Losungen, welche die Losungen asymptotisch darstellen. 

Statt die Wurzeln der charakteristischen Gleichung (3) als von- 
einander und von Null verschieden anzunehmen, geniigt es fiir 
unsere Betrachtungen, die Existenz von m formalen Losungssystemen 
der Gestalt (4) mit | @55| =: 0 vorauszusetzen. Auch dann kann keine 
der Wurzeln der charakteristischen Gleichung, die wir uns nach ab- 
steigendem Absolutbetrage: 


LCne Os 22 


geordnet denken, gleich Null sein. Hieraus folgt, daB die Determinante 
| b:; | von Null verschieden ist. Wenn nun die Funktionen 


yy (®)> May (@)> yy (@) 
Wya(%), Uap (2), «+s yg (2) 
Urn (x), Uon (x), ram hy 3 U, n (x) 


nm linear unabhangige Lésungen des Systems (1) darstellen, so sagen 
wir, dafi das System der w,,(x) eine Matrixlésung U(x) von (1) ist. 
Das System der Koeffizienten p; ; («) bildet eine zweite Matrix, die 
Koeffizientenmatrix P(a), und die n? Gleichungen, denen die Funktionen 
U;; (w) geniigen, lassen sich in die einzige Matrixgleichung 


(5) U (w +1) = P() U (2) 
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zusammenfassen. Diese kann auch in der Form 
(5*) U (ae — 1) —= Po*(e 1) UG) 


geschrieben werden. Bedeutet U* (w) eine partikulare Matrixlosung 
des Systems (1) oder der Gleichung (5), so erhalt man die all- 
gemeine Matrixlodsung offenbar durch den Ausdruck 


IT (x) U* (@), 


wobei JI(x) eine Matrix willkiirlicher periodischer Funktionen von 
der Periode 1 mit nichtverschwindender Determinante bezeichnet. 

Das Problem der Aufl6sung des Systems (1) lauft also auf die 
Aufsuchung einer Matrixlésung hinaus. Zwei symbolische Matrix- 
losungen konnen sofort angegeben werden. Schreibt man namlich die 
Gleichung (5*) fiir «-+-1,2-+ 2,... und die Gleichung (5) fiir « —1, 


x — 2,... auf und multipliziert je die entstehenden Gleichungen, so 
gewinnt man die beiden symbolischen Losungen 

(6) O(a) =P *(a)P "(ee 1): 

und 

(6*) Cia) = Per 1) Pe 2). 


Wirkliche Losungen werden durch diese Relationen freilich nur in 
dem Falle definiert, wo die rechtstehenden Ausdriicke gegen Grenz- 
matrizen konvergieren. Aber auch dann, wenn dies nicht zutrifft, 
lassen sich die letzten beiden Gleichungen mit Vorteil zur Herleitung 
von Losungen benutzen. 


§ 2. Die Hauptmatrixlésungen. 


203. Es sei A(x) die aus den formalen Losungen (4) gebildete 
Matrix und B(x) die Matrix, welche aus A(x) entsteht, wenn die in 
den formalen Lésungen auftretenden Reihen beim k-ten Gliede ab- 
gebrochen werden. Mit Hilfe der Matrix B(x) kann man die sym- 
bolischen Lésungen so abandern, daf& Konvergenz eintritt. Man bilde 
namlich fir m—1,2,... die Matrixfolgen 


(7) VAG) = Pa) Pe 1) Pe em — 1)-B (em) 
und 

Cit) V,, («) = P(w —1) P(x — 2)--- P@ — m) B(x — m). 

Dann zeigt sich, daB z. B. jede Determinante aus den ersten 4 Spalten 


(A =1,2,..., ) und der #-ten, j-ten, ..., J-ten Zeile der Matrix V,, (a) 
fiir hinreichend groBes k bei zunehmendem m gegen eine Grenzfunktion 


=! 
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Dee ...2(@) konvergiert und daB diese von der speziellen Wahl von k 
unabhangig ist. Ebenso ist es fiir die Determinanten aus den letzten 
A Spalten und der i-ten, j-ten, ...,J-ten Zeile von V,, (x). Ihre: Grenz= 
funktionen seien v,,.__,(#). } 

Die Grenzfunktionen ,,_.,,(~) und v,;,.,,(%) sind analytische Funk- 
tionen von 2, welche in der ganzen endlichen Ebene bis auf Pole 
regular sind. Diese liegen bei v;,._,(x) in den zu den Polen @ der 
Elemente von P~1(% — 1) kongruenten Punkten « —1, a — 2,... und 
bei Di;...1 (2) in den zu den Polen y der Elemente von P(#) kongruenten 
Punkten y +1, y+-2,.... Auch das asymptotische Verhalten der Grenz- 
funktionen lat sich angeben. Wenn namlich x auf einer unter 


einem Winkel héchstens. vom Absolutbetrage = gegen die positive 


reelle Achse geneigten Halbgeraden ins Unendliche wandert, wird 
die asymptotische Form von Vi; 2.1 (®) durch die entsprechende Deter- 
minante der Matrix A (x) geliefert, und gerade so ist es bei Vi5...1 2) 
auf einer Halbgeraden unter einem Winkel hodchstens vom Absolut- 


betragse — gegen die negative reelle Achse. 
S 9 ors gs 


Der Beweis fiir diese Tatsachen ergibt sich bei 4 =1, wo es 
sich also darum handelt, zu zeigen, da beispielsweise die Elemente 


der ersten Spalte von ee (x) gegen Grenzfunktionen y, (x) konvergieren, 
durch unmittelbare Abschatzung. Der Fall 2 = 2 ist dann hierauf 
zuruckfuhrbar. Es zeigt sich namlich, daf& die Determinanten aus 


den beiden ersten Spalten von a (w) miteinander in analoger 
Weise durch ein gewisses Differenzensystem verknupft sind, wie es 
bei den Elementen der ersten Spalte der Fall ist. In Ahnlicher 
Weise kann man nachher zu 4 = 3, 4,... weitergehen. 

Aus den Determinantengrenzfunktionen v,,__,(x) und v,,___,(#) 
lassen sich nun Losungen des Systems (1) herleiten. Zunachst bilden, 
wie man sich leicht uberzeugt, die Grenzfunktionen v, («),..., v, (a) 
der letzten Spalte von V,, (w) und die Grenzfunktionen 1, (a), ..., v, (#) 


der ersten Spalte von V,, (x) schon selbst ein Lésungssystem von (1). 
Wenn alle Wurzeln der charakteristischen Gleichung einander gleich 


sind, konvergiert sogar jede Spalte von V, (x) und ae () gegen eine 


analytische Losung des Gleichungssystems (1), so dafi man zwei 
Matrixlosungen von (1) bekommt. Dies trifft z. B. zu, wenn 


P;; () = b,+—_ +: 


ist. Dann konvergieren die symbolischen Lésungen selbst gegen 
Grenzmatrizen. Im allgemeinen erhalt man jedoch nur die beiden 


erwahnten Loésungen aus den Grenzfunktionen der letzten bzw. ersten 
Spalte. 


§ 2. Die Hauptmatrixlésungen., 383 


Bei der Herleitung von Lésungen des Systems (1) aus den’ 
Grenzfunktionen v;;(@), -.. und 0;,; (%), ... spielt das Summationsproblem 
herein. Zur Summierung einer gegebenen Funktion benutzt Birkhoff 
ein Verfahren von Carmichael [x], welches Ahnlichkeit mit der von 
Guichard [1] verwandten Methode (Kap. 3, §1) hat. Hierdurch ent. 
stehen schlieBlich zwei Matrixlésungen U (x) und U (v) von Funktionen 


u,, (x) und Uj; (x), welche Birkhoff die erste und zweite Hauptmatrix- 
losung nennt. Sie sind folgendermafen charakterisiert. [Es ist 


(8) u;,.(%) == 0; (2); Min—1(®) Min (@)| Uh) a 
OO glee 
und 
(8*) ; Us op es 0, L), Min (x) Ys (2) a 0, 2), 
2 e U,, (@) U, 9 (&) if 


Die Funktionen U; 5 (w) und U;; (x) sind bis auf Pole tberall im End- 
lichen regular. Diese befinden sich bei u,, (w) in den zu den Polen @ 
von P~1(« —1) kongruenten Punkten « —1, « — 2,... und bei U;; (a) in 
den zu den Polen y von P(x) kongruenten Punkten y+1, y+°2,.... 
In einer nach rechts bzw. links unbegrenzten Halbebene lassen sich 
u,;(%) und u,,(%) asymptotisch durch die formalen Lésungen a, ; (x) 
darstellen. 


204. Zwischen den beiden Hauptmatrixlosungen muB eine Re- 
lation von der Form 


(9) U () = IT (x) U (x) 


bestehen, in der JI (x) eine Matrix periodischer Funktionen z,, (2) 
bedeutet. Die Bestimmung des Baues dieser Funktionen bildet einen 
der Hauptpunkte der Birkhoffschen Theorie. Durch eine passende 
Transformation unter Heranziehung der Gammafunktion ]aBt sich er- 
reichen, daB die Koeffizienten ;, (x) im System (1) Polynome w-ten 
oder niedrigeren Grades werden. Zur Festlegung der 7; ,(%) braucht 
- man nur ihr infinitares Verhalten in einem senkrechten Streifen von 
der Breite 1 zu untersuchen, ahnlich, wie wir in Kapitel 11 und 12 
vorgegangen sind. Das Ergebnis ist, daB die z.,(x) rationale Funk- 
tionen von e?**” von folgender Gestalt sind: 


ee hee Cy elnis 1... 1 e2wir eraine, 
(a) == ert 3 [oe — On e2tre + Stans — eee Gare a! 


(s ae Wie 


Dabei bedeutet 4, , die kleinste ganze Zah], die mindestens gleich dem 


(10) 


1, é 
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reellen Teil von 
1 
ore (log @, — log 0;) 
ist. 
Ein einfaches Beispiel bildet die Differenzengleichung der Gamma- 
funktion, Bei dieser ist 


re (L) == th — e2mix . 


Mit Hilfe der Ausdriicke (10) fiir die z,,(x) beherrscht man nun 
das asymptotische Verhalten der Elemente der Hauptmatrixlosungen 
auf beliebigen Radienvektoren. Hierbei gelangt man zu ganz ahnlichen 
Ergebnissen, wie wir sie frither in Kapitel 11 kennengelernt haben; 
beispielsweise treten singulare Richtungen auf. 


§ 3. Das Riemannsche Problem. 


205. Durch die angefithrten Eigenschaften sind die Hauptmatrix- 
lésungen eindeutig bestimmt. Es seien namlich U (x) und U (a) zwei 
Matrizen eindeutiger, bis auf Pole im Endlichen regularer analytischer 
Funktionen U;; (w) und U;; (x), fiir welche in einer nach rechts bzw. 
links unbegrenzten Halbebene die Relationen 


; ce eo eee 
Gace OS ek Hd 


eee (14,;| + 9) 


bestehen. Ferner seien U (x) und U (x) durch eine Relation 
O (x) = IT(2) U(2) 


verbunden, in der die Elemente von J/ (x) periodisch mit der Periode 1 
sind. Dann stellen U(x) und U(x) die erste und zweite Hauptmatrix- 
losung einer Gleichung (5) dar, fiir welche die Elemente der Koeffi- 
zientenmatrix P(x) rationale Funktionen von x sind, wenigstens, wenn 
01> Qg» +++) @, VOneinander verschieden sind. 

Um dieser Eigenschaften willen bezeichnen wir die GroBen Q;> 75> ot) 
als die charakteristischen Konstanten von U(a) und U(x). Es erhebt 
sich nun ganz naturgemaB die Frage, ob es immer méglich ist, ein 
System (1) von Differenzengleichungen mit vorgeschriebenen charakte- 
vistischen Konstanten zu konstruieren. Dieses Problem wollen wir das 
Riemannsche Problem fiir Differenzengleichungen nennen. Mit Hilfe 
von Methoden zur Behandlung des allgemeinen Riemannschen Pro- 
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blems fir Differentialgleichungen hat Birkhoff [2] bewiesen, da& immer 
ein System (1) mit Matrixlésungen U(x) und U (x) existiert, welches 
entweder die vorgeschriebenen charakteristischen Konstanten Oj 7)» be 


oder wenigstens die charakteristischen Konstanten 2; a5 L, oy mit 
ganzzahligen 1,, 1,, ..., L, aufweist. 


206. Als ein Beispiel fiir die Ideenbildung des Riemannschen 
Problems, die Bestimmung einer Differenzengleichung durch charakte- 
ristische Eigenschaften der Losungen, wollen wir noch das Problem 
der hypergeometrischen Differenzengleichung erwahnen [11, 14]. Gesucht 
sei eine Funktion mit folgenden Eigenschaften: 

1. Sie ist eindeutig und meromorf. 


2. Zwischen drei Bestimmungen der Funktion in einem Punkte 
besteht eine lineare homogene Relation mit periodischen Koeffizienten. 

3. Es gibt zwei Bestimmungen wu) (x) und u(x) der Funktion, 
derem Polesineden Punkten w,o— 1, @— 2, .-.; &, & —.1, & — 25.2. 
liegen und einfach sind; die Funktionen w(x) und u (a) sind von 
der Form 


wore (2) (442), wre (1 (1422) 


\ x oe 


wobei e(~) und é’ (x) fir — = VIO ES = bei |x |—> co gleichmabig 


gegen eine Konstante streben. Es gibt zwei andere Bestimmungen 
uw) (a) und 4) (x), deren Pole in den Punkten y, y +1, yt 2,-0.3 
y’,y +1, y+ 2,... liegen und einfach sind; die Funktionen y') (x) 
und «) (x) sind von der Form 


mea O42), a wah +", 


x 


wobei ¢ (x) und ¢’(«) fiir — 2 <arca < — s gleichmaBig gegen eine 
Konstante streben. 


4. Zwischen den Konstanten «, «’, B, fp’, y, y’ besteht die Relation 


Bo tyt+y ate +3. 


Niitzt man die eben ausgesprochenen Bedingungen aus, so erkennt 
man, daB u(x) einer Differenzengleichung zweiter Ordnung genugen 
muB. Diese kann in einer der folgenden drei Formen geschrieben 
werden: 


t 


-(2”7--+ Aa + B)u(w +1) + (@ — «) (a — &’) u(x) = 0, 
2 


Norlund, Differenzenrechnung. 


t 
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wobei 
A=4—a—-d—y—y, B=acl— BB + (y — 2)(y— 2) 


ist, oder 


Gy + 2)@—y + Aula) 
+ [a (t+ B+ 6) + BB + (y — 2) (y’— 2) — aa’) Aue) + BB'u(z)=0 


oder schlieBlich 
(« — « — 2)(4 — o& — 2) Au (2) 
+(e +6+8)—68—(+ 2) (4 2) + yy] Aula) + Biu(2)=0- 


Wenn die Differenz § — f’ keine ganze Zahl ist, finden wir aus der 
letzten Gleichung nach dem in Kap. 12, § 1 eingeschlagenen Verfahren 
die Entwicklung 

I(x — c) 


u'P) (2) == i ere es Re ety B; b—# +1, x—a-+ fp), 


og act 1 oBe 4, et EC EDO +D 
EXOAB sO) 1 ciares eta Tots eet ae 


sein soll und die Reihe fiir o > R(a@’) konvergiert. Durch Vertau- 
schung von f und f’ entsteht die Lésung w‘4’) (a), und aus den asympto- 
tischen Eigenschaften von u(a) und uw) (”) kénnen wir schlieBen, 
daB die durch Eintragung von @’ statt w in den Ausdruck fiir w(x) 
zustandekommende weitere Losung sich auf w(x) reduziert, dal also 
a / 

Wl?) (a) = ps FB +y—d 1, By —e'=1, Bs B—P +1, 2—e' +8), 
gilt (o > R(«)). Diese Tatsache im Verein mit der Transformations- 
theorie der Fakultatenreihen fihrt zu zahlreichen Transformationsformeln 
fur die verallgemeinerten hypergeometrischen Reihen F(a, 8, y; 6,2). 

Die Funktionen uw) (x) und w‘%’) (%) erweisen sich als meromorfe 
Funktionen mit einfachen’ Polen in «, @—1, @—2),..3 o&,.0¢—1 


« —2,.... Im Winkel -2+ ¢€ < arca<a—e (e>(0) gilt gleich- 
mabig 
lim x yf) (x) =1, lima oe oe? dc) 
|u|» || 


Weiter wollen wir auf die interessanten in diesen Fragenkreis 
gehorigen Untersuchungen nicht eingehen. 


Vierzehntes Kapitel. 
Vollstandige lineare Differenzengleichungen. 


207. Wie man zum Studium einer inhomogenen linearen Differential- 
gleichung mit Vorteil von der entsprechenden homogenen Gleichung 
ausgeht, indem man z. B. durch das Lagrangesche Verfahren der 
Variation der Konstanten die Integration der inhomogenen Gleichung 
auf die Auflosung der homogenen Gleichung und Quadraturen zuriick- 
fuhrt, so ist es auch bei einer vollstandigen linearen Differenzen- 
gleichung 


n 


(1) > b; (2) ule +1) = (2) 


4=0 


angebracht, gleichzeitig die homogene Gleichung 


(2) 2 bee +i) =0 


zu betrachten. Auf diese Weise erzielt man insbesondere eine natur- 
gemaBe Scheidung der Fragen, die mit den Koeffizienten ;(x) im 
Zusammenhang stehen, und der Fragen, bei denen die rechtsstehende 
Funktion (x) hineinspielt. q (x) kann ja méglicherweise von ganz anderer 
und viel verwickelterer Natur als die Koeffizienten ,(x) sein. Wie 
mannigfaltig die Probleme sind, die sich durch die Beschaffenheit 
von (x) darbieten, 1aBt* sich schon nach den in den Kapiteln 3, 4 
und 7 bei den inhomogenen Gleichungen mit konstanten Koeffizienten 


3) u(@ +1) — u(z) = (2) 
und 
u (+1) + u(z) =20(2), 
L. u(x) = p(x), 


7 (2) = (2) 


festgestellten Tatsachen vermuten. Durch das eingehende Studium der 
speziellen Gleichung (3) im Verein mit den Ergebnissen uber homogene 
25% 
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lineare Differenzengleichungen aus den letzten Kapiteln haben wir 
aber auch schon die Mittel zur Auflésung der allgemeinen Gleichung (1) 
gewonnen. Wir werden namlich in § 1 zeigen, daB sich die Auf- 
lésung der Gleichung (1) durch eine der Variation der Konstanten 
analoge, von Lagrange [1,2] herriihrende Methode auf die Auflosung 
der homogenen Gleichung (2) und Summationen zuruckfuhren laBt; 
die Summationen spielen hier die Rolle der Quadraturen bei den Dif- 
ferentialgleichungen. In manchen Fallen sind auch andere Verfahren 
anwendbar; Beispiele hierftir werden wir an mehreren Stellen kennen- 
lernen. 


§ 1. Die Methode von Lagrange. 


Einiges tiber die unvollstandige Gammafunktion. 


208. Offenbar gentigt es, eine partikulare Losung U(x) der voll- 
standigen Gleichung (1) zu ermitteln. Denn bilden die Funktionen 
u, (), u(x), ..., u,(#) ein Fundamentalsystem von Lésungen der 
homogenen Gleichung (2), deren allgemeine Lésung dann 


wt, (tt) ty () + My () Uy (#) +» m7, (@) m4, (2) 
lautet, so ist 
(4) u(%) = he (a) Wy (a) + aq () tg (@) 4+ +++ + Hy Uy (#) 4- U (2) 


die allgemeine Losung der Gleichung (1). 
Der Einfachheit halber denken wir uns der Betrachtung statt der 
Gleichung (1) die Gleichung 


n—-1 
(1*) u(e +n) + D/9,(x) ule + i) = pa) 

i=0 
zugrunde gelegt und setzen, unter u, (x), u,(a),...,u,(%) ein Funda. 


mentalsysem der entsprechenden homogenen Gleichung 


n—-1 


(2*) - wean D'g@)ule +) =0 


4=0 


verstehend, eine Partikularlosung U (x) von (1*) in der Form 


(5) U (w) = 6, (a) m4, (#) Fg (2) tg (@) + ++» + 0, (x) u, (2) 


an. Dabei bedeuten c, (x), cy(x),..., ¢, (a) Funktionen von z, die so 
zu bestimmen sind, da der Ausdruck (5) der Gleichung (1*) geniigt. 
Zu dieser einen Bedingung kénnen wir, da wir iiber m Funktionen zu 
verfugen haben, noch (m — 1) weitere Bedingungen hinzunehmen. Diese 
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wahlen wir so, daB sich U(a + s) fiir s=1,2,...,-—1_bilden laBt, 
als ob die c¢;(x) periodische Funktionen in 2 mit der Periode 1 waren. 
Bsgsolljaiso.tur, s==.0;.1,...., ~—1 


n 
(5%) U(w +s) = Dd} ¢,(x) u, (x + s) 
i=1 
sein. Dies ist der Fall, wenn fiir s 1, 2,...,—1 die Gleichungen 
(6) Dy A 6; («)-u,;(@ +s) = 0 
j=1 


erfullt sind. Tragen wir die Ausdriicke (5*) in die Gleichung (1*) ein, 
so ergibt sich an Stelle der Forderung, daf& U(«) die Gleichung (1*) 
befriedigen soll, zu (6) die weitere Relation 


D>) D6, (a)-u;(e + 0) = p(@). 


t=1 


al 


In (6) und (7) haben wir ein System von m linearen Gleichungen 
fur die » Unbekannten Ac; (x) vor uns. Es ist auflosbar, weil seine 
Determinante als Determinante eines Fundamentalsystems ftir alle zu 
den singularen Stellen der homogenen Gleichung (2*) inkongruenten 
Werte von x von Null verschieden ist. Am bequemsten gestaltet sich 
die Auflésung, wenn man die Multiplikatoren u,(x) der Gleichung (2*) 
heranzieht. Vergleichen wir namlich die Beziehungen (6) und (7) mit 
den nach Kapitel 10, § 3 fiir die Multiplikatoren gultigen Relationen 


n 
a © file gels Bs oes, B=, 
2 Hie) mle +9) i i fir s—n, 


so bekommen wir 
A 6, (x) = 9 (@) m, (2). 


Wofern die rechtsstehende Funktion summierbar ist, heiBt eine Par- 
tikularlésung dieser Differenzengleichung fiir die Funktion c, (a) 


(2) = Se@u@az 


die gewiinschte Partikularlésung der Gleichung (1*) ist daher 


& 


(8) U (2) = 37 u;(2) Se@u@dAz- 
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Da sich die Multiplikatoren ju,(x) bei Kenntnis des Fundamental- 
systems U, (%), Uy (av), ...5 u,, (a) unmittelbar aufschreiben lassen, haben wir 
hiermit, wie angekiindigt, die Auflésung der vollstdndigen Gleichung (1*) 
auf die Auflésung der homogenen Gleichung (2*) und Summationen 
zuriickgefiihyt. Gleichzeitig ist dadurch unter der Voraussetzung, dap 
die homogene Gleichung (2*) ein Fundamentalsystem von Lésungen 
besitzt und die Funktionen (x) u;(%) summierbar sind, der Bewers 
fiir die Existenz einer und damit sogar der allgemeinen Lésung der 
vollstandigen Gleichung (1*) erbracht. 

Praktisch kann zur Ermittlung der Multiplikatoren oft mit Nutzen 
die adjungierte Differenzengleichung 


n 


(@) + S7q,-;@+ i) ule +i) =0, 


t=1 


welcher sie Gentige leisten, herangezogen werden. 
209, Als Beispiel wollen wir die Gleichung 1. Ordnung 


(9) u(e +1) — q(@) u(z) = 9 (a) 


betrachten. Nach Kapitel 10, § 4 ist, wenn die Funktion log g(a) 
summierbar ist, 


x 
Stee Az 


Uy (x) Seat 
_ eine Partikularlosung der homogenen Gleichung 
u (z+ 1) — q(@) u(«) = 


Der Multiplikator ju, (x) hat den Wert 


fy (%) = 


PACES 


und die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung lautet 


HQ —= Om @) +60) Seep dt 


Besonders interessant ist die Gleichung 
(10) u(@+1)—xu(e)=k 
bei konstantem &. Hier hat die homogene Gleichung 


Pa Cab y= byt) 2 
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die Fundamentallésung | ' 


uw, (2) =D(@), 
und der zugehorige Multiplikator ist 


1 
CRO = Ss arpameaye 
Da die Reihe 


og I(«4+1+s) 


fur alle endlichen x konvergiert, heiBt eine Partikularlosung der Glei- 
chung (10) somit 


‘ 5 UNE . 1 
ONC) Srey Suna 


--81S ; ei (@-F Ss) 


Geht man von dieser Fakultatenreihe fiir U(a#) zur Integral- 
darstellung tber, so gewinnt man 


1 


U()—=—keft*-te-tdt (6 >0). 
0 


Das rechts auftretende Integral entsteht aus dem Eulerschen Integral 
fir die Gammafunktion 


P@\= J ¢-te-'dt (6 > 0), 
1) 


wenn die Integration statt bis too nur bis zum Punkte t= 1 gefuhrt 
wird. Dies legt nahe, dem Werte k = — e~! besondere Beachtung zu 
schenken. Dann erhalt man namlich an Stelle von U(x) unmittelbar 
die Funktion 


1 
(11) P(x) = f t#-te-tdt (s > 0), 

U 
die man wegen des geschilderten Zusammenhangs mit der Gamma. 


funktion als wunvollstandige Gammafunktion bezeichnet (Prym [r)). 
Diesen Namen tragt auch die Funktion 


(12) Qe) =P@) —P@) = frreas, 


und allgemeiner heifSen unvollstandige Gammafunktionen die beiden 
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Funktionen 

2) a 
(13) P(r, On f ttt e-tdt, Q(x, 0) = f t?-1e-* at, 

0 @ 
bei denen der Integrationsweg des Eulerschen Integrals durch einen 
beliebigen, auch im komplexen Gebiet wahlbaren Punkt ¢=@ mit 
R#(e) > O statt durch den Punkt ¢= 1 zerlegt wird. 

Die Funktionen P(x,o) und Q(#,@) sind sehr interessante spe- 
zielle Funktionen. Unserer Herleitung entsprechend erscheint in ihnen 
zunachst # als Veradnderliche und 9 als Konstante. Man kann aber 
auch a fest und @ veranderlich annehmen und P(z,0) und Q(z, @) 
als Funktionen der komplexen Variablen 9 untersuchen. Beispiels- 
weise entstehen fiir «0 und «= aus Q(x, 0) Funktionen Q(0, 9) 
und Q(5,@), die mit dem Integrallogarithmus bzw, der Krampschen 
Transzendenten nahe verwandt sind. 

Wir konnen hier auf die Theorie der unvollstandigen Gamma- 
funktionen nicht naher eingehen und missen uns mit einigen Andeutungen 
begnitigen. Die Funktionén P(#)== Pw, 1) und O(a) —O(@, 1) "ge 
nugen den beiden Differenzengleichungen 


(10*) . P(«#+1)—2 P(x) = — e“}, 
(10%%) Q(x + 1)— #Q(@) =e}. 
P(a) 1aBt sich durch die Fakultatenreihe 


7 1 
= x(%+1)---(*#+s) 


(14) Pit) = Cae 

§ 
darstellen, die in der ganzen endlichen x-Ebene aufer in den Punkten 
x=0, —1, —2,... konvergiert. Somit ist die Funktion P(x) eine 
meromorfe Funktion von x, mit einfachen Polen in den eben angefiihrten 
Punkten. Ferner schlieSt man aus der Fakultatenreihe (14), daB fir 


Tt 4 
Se ate BES, 


(15) hme a) = 0 
: |\a|>o 


gilt; offenbar ist die Funktion P(x) die einzige Loésung der Differenzen- 
gleichung (10*), fiir welche eine derartige Grenzbedingung besteht. 

Die Mittag-Lefflersche Partialbruchreihe fiir P(x) erhalten wir am 
einfachsten, wenn wir im Integral (11) die Exponentialfunktion in 
eine Potenzreihe entwickeln und gliedweise integrieren, und zwar er- 
gibt sich 


(16) P(x) = Ge es 
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Die Residuen von P(x) in den Polen x = 0, — 1, — 2,... sind also 


(s1\< 


gleich wage d. h. gleich den entsprechenden Residuen der Gamma- 


funktion. Die Funktion P(x) zieht demnach die sdmtlichen Pole der 
Gammafunktion an sich, sodaB Q(x) eine ganze transzendente Funktion 
ist. Die Werte von P(x) und Q (a) fiir die positiven ganzen Zahlen 
bekommt man leicht zu 


Pint rye ni(i—4 34), Om 1y= = 


s=0 


Die Funktionen P(x, @) und Q(w, 9) leisten den Differenzen 
gleichungen 


P(e +1, 0) — «P(x, 0) = — e-2 0%, 
Q(@ + 1,0) —#Q(a, 0) =e 
oder auch beide der homogenen Differenzengleichung 2. Ordnung 
u(x + 2)—(x#+o+1)u(xz)+ oxu(c)=0 


Geniige. P(x, @) ist eine meromorfe Funktion von x mit einfachen 


Polen in den Punkten x= 0, — 1, — 2,... und gestattet die Entwick- 
lungen 
DS LAG pet a 
P(x, @) =e eee (ee ly --- (es) 
und 
yell eares 
P@, a) = 2 Biro ats 
Ee 


Q(a, @) hingegen ist eime ganze transzendente Funktion. Von Mellin 
(Lindhagen [1], p. 33) riihrt die Integraldarstellung 


GORS 
(17) I'l — 2) 0-* e2 Q(«, @)= re (o<1, R(e) > 0) 
0 
her. Setzt man 
Dates y, (0) i 
v=0 


wobei die y,(o), mit den Laguerreschen Polynomen im Zusammen- 
hang stehen, so gewinnt man aus dem Mellinschen Integral die 
Newtonsche Reihe 


as) P— S-v,@(') >. > 0) 
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von der Integraldarstellung (13) aus hingegen era sich die Fakultaten- 
reihe 


(9) Q(-a, =o SoM fo > 0, o> 0). 
s=0 


Die letzten beiden Entwicklungen sind von Lerch {7] gefunden worden. 
210. Fir die allgemeinere Gleichung 


(20) u (e+ 1) —2u(e) = 9 (2) 
bekommen wir die Partikularlosung 

i pets) © 51 elets) 
(21) U (a) = re) Sree eB ata) 


wofern die rechtsstehende Reihe konvergiert. Dies ist z. B. der Fall, 
wenn q(x) in einer Halbebene o >c regular und daselbst 


lim sup Vi fete D S0< 1 


nr>on 


ist. Dann ist die Partikularlosung (21), wie man leicht sieht, die einzige, 
fiir welche 
_ U(e+n) 
{tery © 
gilt. 
Wenn (x) ein Polynom ist, gelangen wir auf andere Weise 
rascher zum Ziele. Es sei namlich etwa, mittels der Newtonschen Inter- 


polationsformel dargestellt, 


(22) p(x) =>) a,x (e—A1) ---(%— s +1). 
Machen wir den Ansatz 
m-1 
u (a) = >)b,(@ = 1) @ — 2)---(@ —'s) 4 via 
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gentgt, wenn wir die Groen b, aus den Gleichungen 
Of 0,20, (s =m, mse 1, 3.5515 6) = 0) 


bestimmen und v(x) als Lésung der Gleichung 
v(@+1)—2v(x) =a, — by 


ermitteln. Das Gleichungssystem fiir die b, laBt sich leicht auflosen; 
man findet 


™m 
b, id pia 
t=s+1 
Die Gleichung fiir v(x) geht daher iiber in 


m 


v (a + 1) —xv(s)= >a, 


t=U 


; m 
und hat die partikulare Losung — e ) a,;-P(x). Die allgemeine Losung 
i=0 
der Gleichung (20) lautet mithin im gegenwartigen Falle, wo m(x) das 
Polynom (22) ist, 


(23) (a) = x(x) T(a)—e Sa, Pe) — PC —1)(e@— 2)---(a@— 3) Say 


Die fiir 2(x)=O entstehende Loésung 


m1 
m ™ 
U (#) = —e SJa,-P(«) — a —1)(m — 2)---(a—s) Sa, 
$= 7=0 i=s+l 


ist offenbar die einzige, fiir welche 


Ue + 1) 


n>o (e+n)™ 


™m _ 
gilt; fiir a(x) e S)a, ergibt sich die ganze transzendente Losung 
i=0 
m—1 


O (2) = 3'a,-0(@) — Siw—1)@-2)-- @—3) Say. 


41=0 s=0 t=8+1 
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§ 2. Gleichungen mit konstanten Koeffizienten. 


211. Fiir vollstandige Differenzengleichungen mit konstanten Koef- 
fizienten 


“3 


(24) Sc; (% +t) = (2) (¢, = 1, ¢) +9) 


0 


a 


ll 


v 


konnen eine Reihe von Betrachtungen angestellt werden, die sich zum 
Teil in sinngemaBer Weise auch auf Gleichungen mit rationalen Koeffi- 
zienten tibertragen lassen. Der Einfachheit halber wollen wir indes 
hier nur den Fall konstanter Koeffizienten berticksichtigen. 

Die Anwendung der Lagrangeschen Methode gestaltet sich sehr 
einfach. Nehmen wir an, da alle Wurzeln a,,a,,...,a@, der charak- 
teristischen Gleichung 


fll) ss inc pag eae ep 0 


voneinander verschieden sind, so erhalten wir fiir die Multiplikatoren 
u;(%) ohne Miihe die Ausdriicke 


1 
BAS ceca Tecnsiinas 2 


die allgemeine Losung der Gleichung (24) hei®t deshalb 


= Be oe 
eo) u (2) >) 7; (%) aj ++ ee ay x p(z) aj Az. 
i=1 5=— 1 Lea 


Beispielsweise sei die Gleichung 


(26) u(e+1)— u(x) = p(w) 


vorgelegt. Die einzige Wurzel der charakteristischen Gleichung ist = 


und die allgemeine Losung hat die Gestalt 


x 


u(“) = a()a 7 + 4-7? S y(z)d* Az, 


a 


wofern die Funktion (x)4” summierbar ist. Dies trifft z. B. zu, wenn 


6 a 
lim sup V| p (« + n)| = at 
n> oo | 
ist; dann konvergiert namlich die Reihe 
7) U0) =— Soe ts 


s=0 
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und stellt eine partikulare Lésung dar. U(a) ist nebenbei die einzige 
Losung, fiir welche 
ee 
lim sup V|U («© + n)|<— 
n>o || 
bleibt. 
212. Wenn die Reihe (27) fiir | 4 <1 konvergiert, kénnen wir 
auf sie die Eulersche Transformation anwenden und gewinnen dann 


= qe \ sa ins 
(28) U@)=— SG) Ave, 
s=0 
zunachst fiir = a | ae Es kann jedoch vorkommen, dai die 


Reihe (28) auch noch fiir andere Werte von 4 konvergiert. Dann 
definiert sie fiir diese 4 eine Lésung der Gleichung (26). Ein Beispiel 
hierfur haben wir schon in Kapitel 8, § 8 kennengelernt, als wir zur 
Gewinnung der Wechselsumme den Grenziibergang 4» — 1 vollzogen. 


Ein anderes Beispiel bekommen wir bei der Annahme g(x) =—, 


also beim Studium der Gleichung 
1 1 
(29) u(%-+1)—7 ua) =—. 


Die Reihe (27) liefert bei | A | <1 die Partialbruchreihe 


jsti 


sy 
welche in der ganzen Ebene mit Ausnahme der Punkte «= 0, —1, 
—2,... absolut konvergiert. Diese sind einfache Pole der Funktion U(a). 
Die Entwicklung (30) bleibt auch fiir 4 = —1 noch in Kraft und er- 
gibt dann die bereits aus Kapitel 5, § 1 bekannte Partialbruchreihe der 
Funktion g(x): 
Dh 
e@=2 DS 


Cosa 
30) 


Die Reihe (28) fuhrt zu der Fakultatenreihe 


se 2 s+ ! 
Ge erama iy ed: 


welche bei 


ee also H(i) <5 


fiir alle endlichen x auBer fir x = 0, — 1, — 2,... absolut konvergent 
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ist. Fir 4 =—1 geht sie in die Stirlingsche Fakultatenreihe fir g (2): 


s§ 


->) (5) s! 


pom at -(a+s) 


uber. Bei 


ist die Reihe fiir o > 0 konvergent und fiir o >1 absolut konvergent. 
Von der Fakultatenreihe aus ko6nnen wir zu der fiir |A|<1,0>0 
giiltigen Integraldarstellung 


gelangen. 


Erwahnung verdient besonders der Fall 4=$, in dem die Glei- 
chung (30) 


u(e +1) —2u(z) =~ 


lautet und die Entwicklungen der Partikularlosung U(a) sich folgen- 
dermaen vereinfachen: 


cS yt! 
v= SO. 
© =e ast 
Ue) = D aeriy aoe 
ze-1 


213. Kehren wir nunmehr zur Behandlung der allgemeinen Glei- 
chung (24) zuriick. Wenn (x) von der Form 


(31) Diz) = ce (x) 
ist, wobei c eine Konstante und R(x) ein Polynom m-ten Grades 


02) Re) = Sal?) 


4=U 


‘ 


bedeutet, laBt sich die Auflésung sehr einfach durchfiihren. Ver- 
stehen wir namlich unter v(x) ein Polynom von noch zu bestimmen- 
dem Grade und setzen eine Partikularldsung in der Gestalt 


U (@) == c* » (2) 
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an, so erhalten wir zur Ermittlung von y(x) die Gleichung 


De ctv (x + 1) =e (1) Ave) = TA v(x)» (5) ¢,c8== R(x) 
i= 4=0 s= s=0 v= 8 
oder 


aa 8 #(8) 

d/d0@) 9 — Re, 

s=0 
wobei f(¢) wieder die charakteristische Funktion der Gleichung (24) 
bezeichnet. 

Ist nun c zunachst keine Wurzel der charakteristischen Gleichung 

f(t) = 0, so kommen wir zum Ziele, wenn wir fiir v(x) ein Polynom 
m-ten Grades 


nehmen. Durch Koeffizientenvergleichung gewinnen wir namlich ftir 
die Koeffizienten 6, das Gleichungssystem 


. c8 fc) hos 
eae a = 4; (C=O Lie 2 op, == Oatira ty om), 
s=0 f 

ausfuhrlicher 
Bin f (¢) == On 
be ee ae Ree ea 


[Be 2505, rt Pa afm Sn 


dessen Determinante wegen f(c) == 0 von Null verschieden ist und das 


sich daher stets auflosen labt. 
Wenn hingegen c eine l-fache Wurzel der charakteristischen 


Gleichung ist, so haben wir fiir v(#) ein Polynom (m - /)-ten Grades, 


etwa 
x) Sa (ave 


zu wahlen; die Koeffizienten werden durch das Gleichungssystem 


-l 
cits fU+8) (¢) : : Rae meee 

bye b Als (i+)! ai; (¢ = 0,1, ..., m; B, = 0 fir 1>m), 

=(0 
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ausfuhrlicher 
m 1! m 
olth fer» (c) . ct LIC eye 
mm (1-+1)! eaten m1 
errr se) (c) Me cl tt p+) (¢) of fv Gx . 
m (J+ 2)! m1 (+1)! m—2 I! m—2 
geliefert. 


Ein Beispiel bildet die Gleichung 
u(x + 3)—Tu(e +2) +164 (e+ 1) — 124 (2) = 2-2”. 


Die charakteristische Gleichung 


foi—e —722+161—12=0 
hat die Doppelwurzel ¢ = 2 und die einfache Wurzel ¢ = 3, und es wird 


P20 Re 2) 0, 2 oe 2 eee 


Durch Auflésung des Gleichungssystems fiir £6, und f, findet man 


o@)=—3(2) - 7G). 


Die allgemeine Losung unserer Gleichung lautet daher 


x 


u (a) = 2, (x) 2” + ny (x) 2-2" + a, (@) 37 — 2° (3) =e : (7) 


214, Oft kann zur Auflosung der Gleichung (24), wie sich schon 
nach unseren Andeutungen in Kapitel 10, § 5 erwarten laBt, mit Nutzen 
von der komplexen Integration Gebrauch gemacht werden [9]. Zunachst 
besprechen wir ein Verfahren, das eine sehr weitgehende Analogie 
mit der Methode von Lagrange aufweist. Es sei C ein aus kleinen, 
sich gegenseitig ausschlieBenden Kreisen um die Wurzeln der charakte- 
ristischen Gleichung, also aus héchstens n getrennt liegenden Kurven 
bestehender Integrationsweg. Dann setzen wir eine Lésung der Glei 
chung (24) in der Form 


: BeBe (ee ae) 
(33) U(e)=5-|1 era 


an, indem wir uns die Verfiigung tiber die Funktion g (t, x) vorbehalten. 
Ware g(¢, x) ein Polynom (m — 1)-ten Grades in ¢ mit in @ periodi- 
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schen Koeffizienten, so erhielten wir (vgl. Kap. 10, § 5) auf diese Weise 
die allgemeine Losung der homogenen Gleichung. Wir wollen jedoch 
g(t, %) so bestimmen, da das Integral (33) eine Losung der voll- 
standigen Gleichung (24) wird. Dies ist der Fall, wenn 


U (0 + mo ES at G0 Aen Sis 


t 
Paar tle rh Ee att pte) 


und auBerdem g(/, xz) in der Umgebung der Nullstellen von f(¢) in ¢ 
regular ist. Statt dessen kénnen wir auch 


g(t, ©+1)—g (Ft, @) 
F() ss 


= 0 (Ne On Ly actos 


1 t 1)- % 
sai | et 18, at gt, ) dt = (2) 


Cc 


fordern. Diese Bedingungen sind erfiillt, wenn wir fiir g(t, x) eine 
Losung der Gleichung 


(34) e(t,e@+1)— g(t, x)= (ax)t ” 


wahlen; denn die alsdann entstehenden Gleichungen 


1 
Iai, Fi; At Os = 01, ee 2), 
2ni, 7) di=1 


sind sicher richtig, weil die linken Seiten die Residuen der Integranden 
im Unendlichen und also wirklich 0 oder 1 sind. 

Die Aufstellung einer Partikularlésung der Gleichung (24) lauft 
also auf die Ermittlung einer in der Umgebung der Wurzeln von 
f(t) =0 regularen Losung der Gleichung (34), d. h. im wesentlichen 
auf eine Summation hinaus. Ist z. B. 


ae 1 sup Vip Pi 


kleiner als der Absolutbetrag der absolut kleinsten Wurzel der cha- 
rakteristischen Gleichung, so wird die Funktion 


o(t, 0) = —Soe + s)¢-#-8 
8=0 
Nérlund, Differenzenrechnung. 26 
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eine Lésung der Gleichung (34), und setzen wir 


1 - 8 
A ~ Sra 


s=0 


so ergibt sich durch Residuenrechnung aus dem Integral (33) als 
Lésung der Differenzengleichung (24) die Funktion 


U@) =D a,p(@ +5). 


Oder ist 
jee eT 
ike (lim sup Vp @ _ ®)|) 
k>o@ 


gréBer als der Absolutbetrag der absolut groBten Nullstelle von f(t) und 


EQS ree! pnts ? 


so gilt 
= >) 8, 9(¢—1—5). 
~ 8=0 7 
Beispielsweise sei q (x) gleich einer Konstanten K. Dann finden wir 


gb, 0) = 1K 


und 


U (a= 


= Fi? 
rai) 0=nr@ = 7a 
wofern ¢ = 1 keine Wurzel der charakteristischen Gleichung ist. Wenn 


hingegen ¢ = 1 eine etwa |-fache Wurzel ist und alle anderen Wurzeln 
einfach sind, konnen wir fiir g(¢,2) die Funktion 


1 ti-% 


g(t,2)=K = ip. 


nehmen; setzen wir noch 


1 
Aj B, 
70 ee Pais 


wobei im zweiten Gliede rechts die Summation iiber alle von 1 ver- 
schiedenen Wurzeln der charakteristischen Gleichung lauft, so erhalten 
wir die Losung 


Es if tt = 
U (t) = oxi, iG ayn k SA, i ) 


a4 
=e 
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Bei w(x) = und f(1) + 0 entsteht fir 


-z(1—t)a2—-1 
g(t.z)=e CT 
die Losung 
Sovul x i eG f(a 
ee) Faillaaapy a Gane os Fo f2(1)’ 


man bemerkt leicht die Ubereinstimmung dieses Ergebnisses mit dem 
in 218. erzielten Resultate. 


215. Andere auf komplexe Integration gegriindete Auflésungs- 
methoden der Gleichung (24) beruhen auf gewissen Satzen iiber die 
Umkehrung bestimmter Integrale, wie sie z. B. von Riemann und 
Mellin [11] aufgestellt und von Pincherle [47, 49] in ausgiebigem MaBe 
benutzt worden sind. Wenn p (x) durch ein Integral von der Form 


(35) 9 (2) =z ft te (en)at 


darstellbar ist, wobei 7 einen durch keine Wurzel der charakteristi- 
schen Gleichung hindurchgehenden Integrationsweg und g(t,x) eine 
in z mit der Periode 1 periodische Funktion bezeichnet, so ist offenbar 


= 1¢( (4,2) | 
(36) (x) Sal Fy oF 


eine Partikularlosung der Gleichung (24). Das Problem der Auflosung 
der Gleichung (24) ist damit, wenn man so will, auf die Frage zurtck- 
gefiihrt, ob man einen Integrationsweg / und eine Funktion g(t,2) so 
zu bestimmen vermag, dafi die Integralgleichung (35) fiir g(t,x) er- 
fullt ist. 

Der einfachste Fall ist der, daB g(t,x) von der Form 


g(t, @) = x(x) g(t) 


ist, wobei m (a) eine periodische Funktion von 2 bedeutet und g (t) 
nur von ¢ abhangt. Dann gelingt die Ermittlung einer Funktion g(t), 
fiir welche die Gleichung (35) besteht, zuweilen gerade mit Hilfe jener 
Satze tiber Integralumkehrung. Beispielsweise modge der Integrations- 
weg 1 die Strecke der positiven reellen Achse vom Nullpunkte bis zu 
einer positiven Zahl a und auf ihm keine Nullstelle von f(t) gelegen 
sein. Ferner moge sich eine periodische Funktion a(x) von solcher 


p(x) « 


Beschaffenheit ermitteln lassen, daB die Funktion ae in einer gewissen 
20" 
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Halbebene 6 >c im Endlichen regular und von der Form 


tae Gs + ati) 


p= ne (Oe 


ist. Dabei soll ¢ eine positive Zahl, x eine beliebige Zahl, b eine Zahl 
mit §t(b) << c und y(w) eine fiir o >c beschrankte Funktion sein. Dann 
gilt bei y > c fiir alle reellen ¢ zwischen 0 und a@ als Umkehrung 
zur Gleichung (35) die von Riemann herrtihrende Formel 


ytio 
a p(s) »-8 
g(t) = J ron ISS 
Hiss #22 
unabhangig von der speziellen Wahl von y. Tragen wir diesen Aus- 
druck in (36) ein, so gewinnen wir fiir o > y die Partikularlosung 


ytio 


I dt gee 
(37) U (2) =) 5 i aor ‘ds, 
0 y 


womit unter unseren Voraussetzungen iiber w(x) die Auflosung der 
Gleichung (24) in der Halbebene o > c geleistet ist. 
Die Voraussetzungen sind z. B. erfillt, wenn @(”) im Unendlichen 


regular und lim (a) = 0 ist, oder allgemeiner, wenn (a) in der 
|a|>o 


Halbebene 6 >c > 0 in die Gestalt 


& = bs s! 
(38) p(%)=a Pct cr 
gebracht werden kann. In diesem Falle erschlieBt man durch An- 


wendung des Cauchyschen Integralsatzes die fiir o > c giiltige Integral. 
darstellung 


ui x7 ‘ 
(39) U@)=|o— D's, eaeaan 


Dieses Integral kann in eine Fakultatenreihe der Form 


ive} 


huby he 3 by s! 
(40) U(t) =a 2 Ea Ti ay PEE TO) (6 > ¢) 


entwickelt werden; die b, sind lineare Verbindungen der b,, insbeson- 
dere ist 
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Strebt x in der Halbebene o >c nach Unendlich, so liefert die Ent- 
wicklung (40) die Limesrelation 


F Ss b 
lm ea UG) ===. 
|z|>o ( ) f(a) 

Als Ergebnis kénnen wir daher festhalten: Unter der Bedingung, 
dap (a) fir o>c>O0 mit Hilfe einer konvergenten Fakultatenreihe 
im der Gestalt (38) darstellbar ist, existiert immer eine Partikuldrlésung 
der Gleichung (24), welche fiir o >c die Entwicklung (40) gestattet und 


em einfaches asymptotisches Verhalten aufweist. Ist z.B (x fae 


so erhalten wir 
1 


al 
UC Aone (G0); 
° ; il 
] ee 
Fo egies eee 


wie wir fur die spezielle Gleichung (29) schon friiher gefunden haben. 


216. Ein anderer Fall, in dem g(a) durch ein Integral von der 
Gestalt (35) dargestellt werden kann, ist von Mellin [11], Fujiwara’) 
und Hamburger®) angegeben worden; hierbei wird die Integrations- 
linie J die reelle Achse von 0 bis oo. Die Funktion q(#) sei in 
einem Streifen «<o< f regular, ferner strebe y(#) in dem schma- 
leren Streifen a@+e<o<f—e(e>0) fiir |t|—co gleichmabig 
gegen Null, und schlieBlich sei im Streifen «<o< fp das Integral 


J\v(o+i2)|dz konvergent. Man setze fiir positive ¢ und festes 
Nits =o <p 


dann gilt im Streifen «<0 < f die gewiinschte Darstellung 


iz 
y (%) = ell ge 


Aus ihr ergibt sich auf Grund der Formel (36) als Partikularlosung 


1) M. Fujiwara, Uber Abelsche erzeugende Funktion und Darstellbarkeits- 
bedingungen von Funktionen durch Dirichletsche Reihen, Tohoku math. J. 17 
(1920), p- 363—383, insb. p. 8379—883. 

2) H. Hamburger, Uber die Riemannsche Funktionalgleichung der 
¢-Funktion, Math. Ztschry. 10 (1921), p. 240—254, insb. p. 242—244. 
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der Gleichung (24) im Streifen a<o< B-+ nm die Funktion 
@ yttio 


(41) U (@) = 505 “a J v6 as 
0 y-t 


pes 
wofern keine der Nullstellen von f(t) auf die positive reelle Achse 
fallt. Aber auch dann, wenn f(é) auf der positiven reellen Achse ver- 
schwindet, kann durch geeignete Ausbuchtungen des Integrationsweges 
doch eine Loésung gewonnen werden. 
Ist z. B. die Gleichung 
1 
u (xe +- 1) — = 4 (2) == 17 (x) 
vorgelegt, so erhalten wir wegen 


I(x) =| et at 
0 


fiir 0 < y<oo zuniachst die Relation 


ytion 
=e 1 re 
e =a pealis\as 
y— to 
und hieraus die Losung 
e pz-1 et 
O(@) == == if aye: (o> 0): 
0 
Durch die Annahme j= —1 1aBt sich fiir die Wechselsumme 


der Gammafunktion die Integraldarstellung 


ioe} 


pe-1,-t 
0 
herleiten; ein Vergleich mit der Mellinschen Formel (17) fiihrt dann 


zu der Gleichung 


(42) ST@Vvx=2eF@)Q(1 —2). 


§ 3. Die Hilbschen Untersuchungen. 


217. In neuester Zeit hat Hilb [3, 4, 5] auf einen bemerkenswerten 
Zusammenhang der Theorie der vollstandigen linearen Differenzen- 
gleichungen mit den Theorien der linearen Gleichungen mit unendlich 
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vielen Unbekannten und der Differentialgleichungen unendlich hoher 
Ordnung hingewiesen. Ist z. B. die Gleichung 


a SGN af 


vorgelegt, so kann man aus ihr durch Benutzung des Taylorschen Satzes 
sofort die ihr aquivalente Differentialgleichung unendlich hoher Ordnung 


= uu) (x 
u(t) ++ 3) "© — 9 @) 


i 8 


erhalten (Hilb (3]). Auf diese Differentialgleichung l4Bt sich ein Satz 
von Schirer [6] tiber Differentialgleichungen unendlich hoher Ordnung 
mit konstanten Koeffizienten 


(44) »y a,u™ (x) = y (x) 
é v=0 
anwenden. Es sei 
Oe Sone) ae sees 
. v=0 Oe, 
(x) eine ganze transzendente, der Wachstumsbeschrankung 


(45) |p @)|< cern 


unterworfene Funktion und f kleiner als die absolut kleinste Wurzel 
der Gleichung a(¢)=0. Dann ist nach Schiirer 


SSR AG 
v=U 


die einzige ganze transzendente Losung der Gleichung (44) mit der 
Eigenschaft 
(46) | [ial <c,ettlrl. 


In unserem Falle ist 


- 2 Cay 
AC 1 ae y f 


er a@)c {ut i 


und zi die absolut kleinste Nullstelle von a(t). Nach dem Satze von 
Schiirer stellt also, wofern die Ungleichung (45) erftllt und k < a ist, 


= Cay— 2v— 
(47) U(z)= area Ne 00+ Sy at er °@) 
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die einzige ganze transzendente Lésung der Differenzengleichung (43) 
dar, welche der Bedingung (46) geniigt. Vergleichen wir dieses Resultat 
mit unserer Formel (18) aus Kapitel 4, § 1, so sehen wir, dali wir ge- 
nau zur Wechselsumme von @ (x) und ihrer Wachstumsbeschrankung 
(Kap. 4, § 2) gekommen sind. 

Wenn g(x) in einer Halbebene o >c regular und dort bei kon- 
stantem x und beschranktem y (a) von der Form 


w y (2) 
yp (x) = m3 “ln aa 
ist, so erhalt man nach Hilb durch einen ahnlichen Integralgleichungs- 
ansatz, wie wir ihn in § 2 kennengelernt haben, 
y+tio 
1 
U()=5—|ps)e@—s)ds  (o>y>0) 
pees 
als einzige Loésung der Differenzengleichung (43), welche die soeben 
fir q(x) angefiihrten Eigenschaften aufweist. Dabei ist g(a) die uns 
aus Kapitel 5, §1 bekannte Funktion. Fiir diese Losung gilt asym- 
ptotisch die Entwicklung (47), wenn a in der Halbebene o > c parallel 
der reellen Achse ins Unendliche wandert. Aus der Integraldarstellung 
leitet man mittels des Erganzungssatzes der Funktion g(x) und des 
Cauchyschen Integralsatzes die uns aus Kapitel 4, §1 gelaufige Inte- 
graldarstellung 


atio 
: d 

Ue) =ifoe+o%. (1 w= 0, Om) 
a-1t@ 


der Wechselsumme her. Diese gilt, wie schon in Kapitel 4, § 2 aus- 
einandergesetzt ist, sogar, wenn (a) in der Halbebene o >c regular 
und lediglich der Wachstumsbeschrankung 


eee Cras (k < 2) 


unterworfen ist; sie lehrt, daB dann U (a) die einzige Lésung von (43) 
ist, flr welche die Ungleichung 
aaa Che ee 7) 
besteht. 
Wenn schlieBlich fiir alle reellen x 


9 n,—_—_—____—_—- 
lim sup Vip F»)| <q<1 


n> o 
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ist, so folgert Hilb durch Untersuchung der unendlich vielen linearen 
Gleichungen 


u(e@+s+1)+u(r+s)=2y(e+5) (Set05 Lieto 


da die alsdann vorhandene Losung 
U (x) = 2 S'(—1)' p(@ +s), 
s=0 


die fur uns seinerzeit (Kap. 3, § 2) einen Ausgangspunkt zur Behand- 
lung des Summationsproblems bildete, die einzige ist, fiir welche 


. Uae 
lim sup V|U(z + n)| <q 
n> n 
bleibt. 
Ahnliche Betrachtungen lassen sich fiir die Gleichung 
(20) u(e--1)— eu(e) = 9) 


anstellen, der wir in § 1 begegnet sind. Die entsprechende Diffe 
rentialgleichung unendlich hoher Ordnung 


(1 — x) u(x) 4 evade = 7 (2) 


(ea 


ist eine Gleichung mit rationalen Koeffizienten. Statt des obigen 
Satzes von Schirer hat man hier eine Methode von Hilb fir Gle1- 
chungen mit rationalen Koeffizienten zu benutzen, die wesentlich auf 
der Heranziehung einer Hilfsdifferentialgleichung 


dy (z, x) zZ 
dz | C 


x) p (z, €) = 1 


beruht. Ist g(x) eine ganze transzendente Funktion mit der Wachs- 
tumsbeschrankung 


[p(@)| < Cette, 


so hat die Gleichung (20) die ganze transzendente Losung 


io 0} 


oy (t) 
Ua) = Sp), 
y=0 
wobei die Funktionen c,(«) durch die Entwicklung 


2) ror) 
= t . Cy (x 
yp (Ss a) ass ae |e e gtt di = peace ” 


v=0 


Zz 
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gegeben werden; die Funktion c, (x) 14Bt sich durch die unvollstandige 
Gammafunktion Q(x) in der Form c,(#) = eQ(x) ausdriicken. Nimmt 


man als Integrationsgrenze — oo statt oo, setzt man also 
@ fe) 
Yy (@) 
@ (z, 2) = — ee SAE ot et dt = rare 
S65 v=0 


so ergibt sich fir o >0 die weitere Losung 


~ 1 15 (2) 
Ua@y= >, (2); 
v=0 
insbesondere ist y, («)== — eP(x). Die Lésung U (x) ist die einzige, 
fiir welche 
ee ae (@+ n) 
Fir 
ae oi e+) 
gilt. 


Durch die in § 1 besprochene Methode wiirde man eine Parti- 
kularlosung in der Form 


“— 


ADs ee, 


U (a) = I'(@) Ti+) 


SICAL) 


gewinnen. 


218. Die Grundziige einer allgemeinen Theorie der inhomogenen 
linearen Differenzengleichungen mit rationalen Koeffizienten entwickelt 
Hilb [4] am Beispiel der Gleichung 


(48) (aw + b)u(e +1)+ (cx + d)u(x) = (2). 


Die Hauptgedanken dabei sind folgende. Durch eine geeignete Ope- 
ration wird aus der Gleichung (48) ein System von unendlich vielen 
linearen Gleichungen mit» unendlich vielen Unbekannten hergeleitet. 
Dieses System ist vermodge eines Hilbschen Satzes mit einer linearen 
‘Hilfsdifferentialgleichung verkniipft. Wahlt man das an ihrer absolut 
kleinsten singularen Stelle regulare Integral, so erhalt man eine aus- 
gezeichnete Losung der Differenzengleichung, die sich durch eine 
Grenzbedingung eindeutig charakterisieren laBt. 

Zunachst erwahnen wir den fir die Hilbschen Betrachtungen grund- 
legenden Satz uber lineare Gleichungen mit unendlich vielen Unbekannten 
(Hilb [2])*). Es seien die Funktionen 


a(z) = aye b(z) = Saye 
v=0 v=0 


fiir |z| <q regular, es besitze die Gleichung b (z) = 0 nur eine einzige, 


') Vgl. hierzu auch eine interessante Arbeit von H. von Koch [1]. 
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und zwar einfache Wurzel z, vom Absolutbetrage kleiner als g, und es 


a (z,) 


sei Wz.) keine negative ganze Zahl. Ferner sei 
1 
fo 2} 
v,(z) = y Upp es 
v=0 


das einzige fiir |z| <q (also auch an der Stelle z,) regulare Integral 
der Hilfsdifferentialgleichung 


a(z) v,(z) + (2) v/ (2) = 28; 
die Koeffizienten v;, der Potenzreihe fiir OF (z) gentigen den Gleichungen 


v y+l1 
(O fur » is 
. Ay —k U5, a5 i . Rby—x+1 U5 on i 7 J 
k=0 k=1 


1 fur Vie. 


Nun bilde man durch Vertauschung von Zeilen und Spalten das 
Gleichungssystem 


ee ae aos (ASH 
v=k v=k-1 


Dann besteht folgender Satz: Wenn fiir die Funktionen y, auf der 
vechten Sette des letzten Gleichungssystems 


lim sup Vin, | <q 
n>o 


bleibt, hat das Gleichungssystem ein und nur ein Losungssystem E,, 
welches die analoge Grenzbedingung 


evfiillt, und zwar ist 
5 — Dy Pin Yy- 
v=0 


Ein solches Gleichungssystem erhalten wir nun z. B. gerade, wenn 
wir in der Differenzengleichung (48) x immer um 1 vermehren, ein 
distributiver ProzeB, den wir mit E bezeichnen wollen, sodaB 


E u(e) = u(x +1), E” u(x) = u(x + ») 
ist, und nachher 
u(u + k) =§,,; p (e+ k) =n, 


setzen. Die zu diesem Gleichungssystem gehorige Hilfsdifferential- 
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gleichung lautet 


(49) [ex + d+ (ax + b)2]v,(2) + 2(c +az)v/@)=2. 


l¢ 


Fiir sie ist z, = 0, und wir haben g < | zu nehmen. Das an der 


a 
Stelle z= 0 regulare Integral v,(z) = v,(@, z) 1aBt sich im Falle 7 = 0 
leicht zu 
1 ax+b 
% (x, Ol ca+d (ca+d)(ca+d+c) of 
(az +b) (ax+b-+a) 2 
4 (ce +d) (cw +d+c)(ce+d+2c) 


ermitteln, und allgemein) ist 
v; (x, 2) = 24 v,(% + 7, 2). 


Nach dem Hilfssatze konnen wir daher als Partikularlosung der Dif 
ferenzengleichung (48) sofort die Funktion 


x a b 
(60) U@)=f)= 29 — ole +2) 


(ax +b) (ax +b-+a) (0 4 
' (cx+d) (cw+d-+c) (cu +d +2c)? 


+ 2)—-+- 


aufschreiben; diese Losung ist, wenn 
ty |¢ 
(51) lim sup V| p (w+ n)| <|<| 
n >on | 
bleibt, die einzige mit der Eigenschaft 


(52) lim sup V/U @Eml</s. 


a | 


Bei Anwendung der Lagrangeschen Methode bekommen wir 
die Losung (50) folgendermafen. Die homogene Gleichung 


(ax + b)u(e@-+1)+ (c#+ d)u(x)=0 


hat die Fundamentallosung 


et (2+4) 
you ( c Cn 
, (2) = \ <) b\’ 
r(s+2) 
die vollstandige Losung der inhomogenen Gleichung heif&t daher 
d\ b 
ae P (e+ 4) : 2 T(e+5) 


alo 


1 
yee rsd) 
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Hieraus entflieBt, wenn die Bedingung (51) erfiillt ist, also die 
Reihe (50) konvergiert, sofort die Lésung (50) und die Grenz- 
bedingung (52). 

Statt der oben benutzten Operation E kénnen auch andere Ope- 
rationen zur Herleitung eines unendlichen Gleichungssystems aus der 
Differenzengleichung (48) herangezogen werden. Dann ergibt sich natiir- 
lich auch eine andere Hilfsdifferentialgleichung und eine Loésung der 
Gleichung (48), welche einer anderen Grenzbedingung unterworfen ist. 
Die weiteren Hilbschen Untersuchungen beziehen sich nun auf den 
Zusammenhang zwischen jenen Operationen zur Herleitung des un- 
endlichen Gleichungssystems und den Formen der Grenzbedingung 
fir die zugehorige ausgezeichnete Losung der Differenzengleichung (48). 
Es zeigt sich, da dieser Zusammenhang durch die Transformationen 
der unabhangigen Veranderlichen in der zum unendlichen Gleichungs. 
system gehorigen Hilfsdifferentialgleichung vermittelt wird. 


219. Bei der Behandlung einer allgemeinen Differenzengleichung 
n-ter Ordnung mit rationalen Koeffizienten (Hilb [5]) spielt die Einfiih- 
rung eines Parameters 4 eine wichtige Rolle. Die Differenzengleichung 
sei in der Form 


(58) 2) pi(a)ule+ i) = pe) 


vorgelegt, in welcher die p,(x) Polynome in x vom Grade p sind: 


p 
Pi (a) ai DO 
s=0 
Durch Anwendung des E-Prozesses erhalt man fiir die Unbekannten 
u(x + k) = &, (Ri OR MER2 2s) 
das Gleichungssystem 
es p 
ay kt 2%, (¢ + RY E43, =~ (et &); 
i=0 0 8= 


die ihm entsprechende Hilfsdifferentialgleichung heibt 


p 
gl d’ v(z) eet x yi oe (“9 
—— ? FE, * i 
Dee 2" ee 3s=0 eases ys 


1=0 


wobei Bs? (2) das Bernoullische Polynom von der Ordnung — / und 

vom Grade s—J] ist. Diese Hilfsdifferentialgleichung hat, wenn 

Ceara ie nach wachsendem Absolutbetrage geordneten Wurzeln 
2 n 


414  Vierzehntes Kapitel. Vollstandige lineare Differenzengleichungen. 


der Gleichung 


n 
3 a; 2° = 
i=0 
: le a v & 2 Zn oN h ¢ 
sind, auBer z—O die singularen Stellen Fe qe un machen wir 


noch die wesentliche Voraussetzung Mo» +0, sodaB z= 0 ein singu- 
larer Punkt der Bestimmtheit wird, und ermitteln das fir z =O regu 
lare Integral 


v(z)= DY, Ave 
3=0 


Dann besitzt, wenn 


| 2, | 


(54) bores vi yp (w@ + k)| < a | 


bleibt, die Differenzengleichung (53) eine und nur eine Losung U (a), 
fiir welche die analoge Grenzbedingung 


a 
(55) lim sup V[U (e+ #)| <|%| 
besteht, und zwar 
(56) U (a) = S70, a pe +s). 
B= 0: 


Da die Koeffizienten v, zwar von x, aber nicht von 4 abhangen, hat 
[°° 

die durch das Funktionselement |5)v, J” definierte Funktion in der 
s=0 

4-Ebene nur die singularen Stellen z,, z,,...,2,. Nun sei die Grenz. 


bedingung (54) nicht erfiillt, und die Funktion SRo(e+ s) habe in 
s=0 


der A-Ebene die singularen Stellen A,» 4g;++.» Dann folgt-aus, dem 
Hadamardschen Multiplikationssatze*), daB die Funktion U (a), als 
Funktion von 4 aufgefaBt, in der 4-Ebene hochstens in den Punkten 
Aen (V1, 2 Ny fe 1825) singalaresein skann: 

Vor kurzem hat Hilb [6] gezeigt, daf& die von ihm benutzten Hilfs- 
mittel auch zur Behandlung allgemeinerer Funktionalgleichungen ge- 
eignet sind. 


*) J. Hadamard, Théoreme sur les séries enti¢res, Acta math. 22 (1899), 
p. 65—63. 
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Reziproke Differenzen und Kettenbriiche. 


§ 1. Reziproke Differenzen. Die Thielesche 
Interpolationsformel. 


220. In diesem letzten Kapitel wollen wir zur Behandlung von 
Problemen der Differenzenrechnung ein Hilfsmittel heranziehen, das 
wir bisher noch nicht benutzt haben, namlich die Kettenbriiche [5, 6]. 
Zu diesem Zwecke fthren wir zunachst mit Thiele [1,2] gewisse Aus- 
driicke ein, die in Analogie zu den in Kapitel 1, § 2 besprochenen 
Steigungen stehen und reziproke Differenzen genannt werden, 

Es seien 2, %,,..-,#, voneinander verschiedene Zahlen. Dann 
definieren wir die reziproken Differenzen 1. Ordnung einer Funktion f(a) 
durch die Gleichungen 

Ly — Ly 
@ (0) = Fe) — Fa)’ 
XL, — Le 


DOCSIS sesrerrcmiene 


es sind also die reziproken Differenzen die Reziproka der Steigungen 
von f(x). Mit den Ausdriicken 9 (a 2,), @(#,%,),... konnen wir wieder 
reziproke Differenzen bilden und erklaren sodann die reziproken Diffe- 
renzen 2. Ordnung von f(x) durch die Beziehungen 


2 thy = 
Q (Zp Xv Xo) Pa 0 (ao a) = 6 (i, a) AEN 
Q° (@, %_y) = = 1 -F ( BS), sees 


@ (2% X) — 0 (ae Xs) 
Weiter soll die reziproke Differenz 3. Ordnung 


GH ——— 6 
3 == a L, X, 
0° (py X, €y Xs) 0° (ay, X)— 0° (@, 2) | © (7%) 


sein und die reziproke Differenz n-ter Ordnung 


Ly —- Un 


(1) 0” (%o%,---2,) = 


Oca iit ee ta) oe (CORD ees, 
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Manchmal werden wir fiir die reziproke Differenz n-ter Ordnung 
oe” (,%,...%,) der Funktion f(x) auch die Schreibweisen o f(x) oder 
einfach 9” anwenden. 

Fassen wir 9 als Operationssymbol auf, so wird die Regel zur 
Bildung der reziproken Differenzen durch die Formel 


(2) 0” f(@) = 90-1 f(a) + on? f (2) 


gegeben. Das rechts an zweiter Stelle stehende Zusatzglied ist hin- 
zugefiigt, damit man einen in 2, #,,..., %, Ssymmetrischen Ausdruck 
bekommt; wir werden namlich spater sehen, daB die reziproken 
Differenzen symmetrische Funktionen von 2, %,,...,%, sind. Zur 


iibersichtlichen Zusammenfassung schreiben wir die reziproken Diffe- 
renzen ahnlich wie die Steigungen in einem Schema auf, beispielsweise 


ty  f (%q) 
Q (%5 x;) : 
z,  f(#,) Q” (Xp @, Ly) 
(x, 2, Q° (&_ X q X3) 
Vs f (®2) Q° (x, Xt) o* (#92 Ly Xs V4) 
Q (x, 5) f Q° (a, Vo Vs %,) 
a ACZ) Qo (7,25 %,) 
Q (#5 %4) 
tf (%,) 


In Analogie zur Schreibweise der reziproken Differenzen ge- 
brauchen wir in diesem Kapitel fiir die Steigung -ter Ordnung [a a,...2,,] 
der Funktion f(x) die Bezeichnungen 6" (a) a,...x,) oder 6" f(x), weil 
es sich bisweilen als notig erweist, die Oras der Steigung oder 
die Funktion, fiir welche die Steigung gebildet wird, explizit anzu- 
geben. Mit dieser Bezeichnung lauten die Definitionsgleichungen fiir 


die Steigungen 


6 (ag 2,)= me) aE, F) (ae ae a nate : 
0” (a %4 %_) = ae ae. = ee, “a! 0” (@, %y%_) = - “? S a *), ph 


OUTS, Gettin og Oe Honea ken) 
De cacti : erate 
nN Ly — Lp 


Wie auf dem Begriff der Steigungen die Newtonsche Inter- 
polationsformel (Kap. 1, § 3) aufgebaut ist, so entspringt aus dem 
Begriff der reziproken Differenzen eine andere Interpolationsformel, 
welche wir die Thielesche Interpolationsformel nennen wollen. Aus 


§ 1. Reziproke Differenzen. Die Thielesche Interpolationsformel. 4]7 


der Definition (1) der reziproken Differenzen kénnen folgende Glei- 
chungen entnommen werden: 


Ope eet oe et i OMe eee eo ae tats os ONen (eae ese 
=p aa 


Lo” (wag... 1) — 9"? (tga, ...,, 9) ] [O" 1 (wa ,..:a,,_ 9) — 9" *(% #,-..2,_4)] 


1? 
[Q° (x a x,) — f(%»)][@(@ %) — @ (&)%,)] =x — 2,, 
@ (wx) (f(x) — f(%)] Sai eae Or 
lost man sie nach f(a) auf, so ergibt sich der Kettenbruch 
Gy 72) =1e) += 
0 (&y 1) + : L— dy 
2 i me 
0? (Xp % %q) — fF (%) + 0 (Wig yg 2g) — 0 (ln %) +: = 
at L--Xy ara 
OME Gitged om \e- Os (xg es Ea) 
oder auch 
ee Re Se 
@ (&p %,) + ; &— ay 
CON i) ss ara @,) + a 
fe L— 2p 


Zi 2 
(cai (kei arae oa Emmy steele fret tee SUNY) 


Die Gleichung (3) oder (3*) ist die gesuchte Thielesche Inter- 
polationsformel. Sie liefert den Wert von f(#) an einer beliebigen 


Stelle x, wenn wir ihn fur die Interpolationsstellen 2), 7,..-,%,, 
kennen und auBerdem die reziproke Differenz o"+!(ea,...x,) be- 
kannt ist. 


Fiir die Verwendung der Thieleschen Formel zu Interpolations- 
zwecken gelten ahnliche Bemerkungen, wie wir sie in Kap. 1, § 3 fur die 
Newtonsche Interpolationsformel ausgesprochen haben. Der (n + 1)-te 
Naherungsbruch des Kettenbruchs (3) mit dem Zabler Z,,,() und 
dem Nenner Ne, (2) ist eine rationale Funktion von x, welche fir 
Cie ey Pre, THIt f(x) iibereinstimmt; es bestehen also die Glei- 
chungen 


oo Zn +1 (Xp) ee Zn +1 (2) ive Zn +1 (Gn) 
(4) f (%o) ea Ni+1(%o) ? f («,) a Nea (@,)’ a) f(%,) Te * 
Norlund, Differenzenrechnung. 97 
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Unter dem Restglied R,,,(x) der Thieleschen Formel verstehen wir 
die Differenz 


(5) Ri. @) =f@) — GES: 


n+1 (2) 


auf dieses Restglied werden wir in § 3 zu sprechen kommen. 

Insbesondere kénnen wir aus der Gleichung (3) und aus gewissen 
spater anzugebenden Determinantenausdriicken fir die reziproken 
Differenzen schlieBen, dab die (n +-1)-te reziproke Differenz dann und 
- nur dann eine Konstante ist, wenn die Funktion f(a) selbst -eine-ra- 
tionale Funktion ist. Die rationalen Funktionen spielen also bei den 
reziproken Differenzen und bei der Thieleschen Interpolationsformel 
dieselbe Rolle wie die Polynome bei den Steigungen und bei der New- 
tonschen Interpolationsformel. Diese Tatsache lehrt, da sich das 
Anwendungsgebiet der Thieleschen Formel fiir die Zwecke der Inter- 
polation viel weiter erstreckt als das der Newtonschen Formel; ihr 
sind Funktionen zuganglich, welche sich mit der Newtonschen Formel 
nicht bezwingen lassen. 


221. Nunmehr treten wir in ein eingehenderes Studium der 
reziproken Differenzen ein. An eine erschopfende Behandlung konnen 
wir freilich bei der Fiille der interessanten und merkwiirdigen Be- 
ziehungen und Eigenschaften, welche diese Ausdriicke darbieten, nicht 
denken, vielmehr mtssen wir uns in vielen Fallen mit Andeutungen 
begnugen. Zunachst wollen wir aus der Gleichung (3) Determinanten- 
darstellungen der reziproken Differenzen herleiten, welche deren bereits 
angekundigte Symmetrie in vw, x,,...,#, in Erscheinung treten lassen. 
Dazu setzen wir 


Las =) “ou ale cate 25.2" er ste 

(6) se = My + Nye 4 tae tee es ae 
defi = Got 6g cae cae eee Oe 
Noses "OP My 4 Py RIS 


und bemerken, daB 


(ue imes Nyy = OMT (yt By 
C, = 0° (2m, ... Xq,), YL 

ist. Schreiben wir unter Benutzung der Gleichungen (6) die Relationen 
(4) in aller Ausfiihrlichkeit auf, so erhalten wir eine hinreichende 
Anzahl linearer Gleichungen zur Ermitilung der Koeffizienten z, n, Coy 


und aus ihnen dann Determinantenquotienten fiir die Naherungszahler 
und Naherungsnenner,§z. B. 
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1 0 x Os ae 0 
1 f (%) Xo Xo f(%o) --- %6 ao f (%o) 


usher sy) oven is ealeme’ 9°" eu leis {6 a feiims! se 6) fe “lap. eer 6 


1 f (25) ®es Tas f (Xs)... a3 a6 f (2s) | 


@+1 — 
ENT ay CAC ane 
LT le Oe as (orale, on 


oe OAL 8 rege Oa Mad ste al Om ‘ole eis 6's) ele) @yeleges 


1 f (2s) U5 Xs f (x25) tee abe 


Aus diesen Relationen kénnen wir unter Beachtung der Beziehungen 
(6*) die Darstellungen der reziproken Differenzen entnehmen, auf 
welche wir zusteuern. Fihren wir ftir eine Determinante wie im 
Nenner von Z die abktrzende Schreibweise 


[15> f(a), %;, 2, f(@,),-.-, 0 | 


ein, so ergibt sich als Koeffizient der hdchsten Potenz von a bei Z, 


2s+1 


Sso0 


s—1 s—-1 re 8 F(a 
(7) 0° f(z) = ees sf (21), 00 » Uy f(a), u° FC oe 


Py Ce amc re Cs ee cdi Ss aie (ti), a,? | 


und entsprechend gewinnen wir aus N,,., 


i, Gs tae CRG) 53 oem YS aft? | 


[RES CARR ORE Co UR ce aj? f (a) | 


Diese wichtigen Ausdrtiicke setzen die behauptete Symmetrie der 
reziproken Differenzen in Evidenz. 

Durch passende lineare Kombinationen der Spalten konnen die 
Determinanten ftir die Naherungszahler und Naherungsnenner noch ver- 
einfacht werden. So finden wir schlieBlich die Relationen 


(8) etttf(e)= 


(9) 24,= 
ja, Te), 5 hye Eee Py ces at no-1 Le). 
L— 2; L— 2; L— 2%; (@ — a )-++ (@—*es_,), 
op Gdaean e). cs tm £(a)| 
(9*) Na, = 


[1, (@—a) f(x), a, % (e—%) Fig) a ee ae es) f eer 4 ae 
eae f (=), Uj» x; f (24) , DOSOr8) ye tice a;°—*-F (ai) | 


(10) Loett 

| 1 ? i) » Gi, % fee or es yet > LR fe > x5 feo 

= - see i ; ; (w—2q)-++(L—2ys); 
|1, f(a), %, % Fis) th siemens ae” f (a4) %i°.| 


27* 
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(10*) Nee cie 
|1, (c—a%) f(a), wu, %(e—%) F(%), -.-5 pet (a — a) f(%:), xi* | 
PONG DR re anes | 


Nach diesen Formeln hangen die Naherungszahler und Naherungs- 
nenner mit den reziproken Differenzen auf folgende Weise zusammen: 

Die Nenner von Zz, und N,, stimmen mit dem Nenner von 
o?%-1und die Nenner von Z2,,, und N,,,,; mit dem Nenner von 0? 
iiberein. Zur Gewinnung des Zahlers von Z,, hat man im Nenner 
von 928-1 jedes f(«,) durch (w — x;) zu dividieren und nachher die 
so gefundene Determinante mit (w — #,)---(% — xgs~-3) zu multiplizieren, 
wahrend man den Zahler von N,, bekommt, indem man im Zahler 
von @28—1 jedes f(x,) mit (a —,) multipliziert. Der Zahler von 22,44 
entsteht aus dem Zahler von 92%, wenn man jedes f(x,) durch (x — x,) 
dividiert und nachher das Ganze mit (# — x) --- (« — a,,) multipliziert, 
und schlieBlich geht der Zahler von Nz,,; aus dem Nenner von 928 
hervor, wenn jedes f(x,) mit (# — x,) multipliziert wird. Aus jedem 
Ergebnis tiber reziproke Differenzen kénnen wir daher leicht auch eine 
Aussage fiir die Naherungsbriiche herleiten. 


222. Es empfiehlt sich, die reziproken Differenzen in Zusammen- 
hang mit den Steigungen zu bringen, und zwar wollen wir sie als 
Quotienten gewisser aus Steigungen gebildeter Determinanten aus- 
driicken. Die entsprechenden Formeln konnen zwar unmittelbar aus 
den Gleichungen (7), (8), (9) und (10) durch geschickte Zusammen- 
fugung der Zeilen gewonnen werden. Vorteilhafter ist jedoch ein 
anderer Weg, welcher gleichzeitig einige zur wirklichen Berechnung 
der reziproken Differenzen brauchbare Rekursionsformeln liefert. Dazu 
fuhren wir der Bequemlichkeit halber voriibergehend negative Indizes 
ein und schreiben ferner, um die Indizes hervortreten zu lassen, die 
(7 + k)-te Steigung von f(x) fiir die Punkte iss (in, ate ee ne 
Form ert thy «2 1)° Mit Wer , ausfithrlicher Tp, n41(—n, att te Lignete 


+, T+n) 
(n > 0), bezeichnen wir die Determinante 
r r+1 r+n | 
OOo ohh Ot One) 5 Ole Se ocong) | 
(nei ilk r+2 r+n+1 
C11) CTE 00,1... ¢ti)) O(=4,0,.0.,7 eit eo a, see tee 
r+n r+n+1 r+2n 
OG, do vent ENNOlee 0, often es sete Olen n Ol eer a 


wahrend JJ, , = 1 sein soll. 
IT, ,4, ist eine symmetrische Funktion der z,. Der Beweis 
ergibt sich dadurch, da man If. durch einfache Operationen 


rd 
nacheinander in die Gestalten 
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ortn (a” f («)) ortn (Ce f (2) oe REY (f (x) | 
OES TED obec CNA OV SUCHE Cia KC) rem Magia! CAc2) 
Ortin (a™ f (2)) ortan (a f (2)) bes orten (f (x)) 
Oa ae. f (a) ort2n (a? aul f (@)) = ort? n (a™ f (x) 
RU: SE RN Gs EO ME Aad Creal AC) eer te a cae a) 
STG ED) SOAS FE G))e. os" Ae) 


transformiert; aus der zweiten Form liest man die behauptete Sym- 
metrie ab, da alle auftretenden Elemente als Steigungen derselben 
Ordnung symmetrisch in den a, sind. 

Mit Hilfe einer bekannten Formel?) von Vahlen tiber die aus einer 
m-spaltigen und (m -{- 2)-zeiligen Matrix zu bildenden Determinanten 
gewinnen wir nun fiir die J/,.,,, die Rekursionsformel 


(12) 


ee INES (—n+1, —n+2,.. 


IE ee (—n, —n+1,...,7r+n) ove eats (—n+1. —n+2,..., r+n—1) 


-3 T+) OE i (—n, —n+1,..., 7+) 


r+1,n(—n+1, —n+2, Phonon tae Shy sony OSS 


bezeichnen wir mit LL aes die Determinante, die aus (11) entsteht, 
wenn in der letzten Zeile y-+-1 statt 7 geschrieben wird, so besteht 
die ahnliche Rekursionsformel 


1) 1) 
(12*) I+ 4,n TT 44, n41 = La TT, 4.3, n cai TL are lites 


die sich auch in 


(Ag) CABS oat Comet) att (=n-1, —n,...,7+n)° Bhat, n(—n, —n+1,...,7+n—1) 


r,nt+1(—n, —n+1,,..,7+n-1)* TT,48, (]7=1, —n,-.., 7-1) 


a Ly aA (—n—-1, —n,..-,r+n—-1) Lane n, —n+1,...,r+n) 


umschreiben ]aBt. Vermoge der angefitithrten Beziehungen konnen wir 
uns zunachst nacheinander durch Rekursion die J/,.,,, verschaffen; 
die reziproken Differenzen bekommen wir dann mittels der durch 
vollstandige Induktion zu bestatigenden Gleichungen 


Tlon+i(—”, —n+1,..., 7) 
Ile,n(—n, —n+1,..., mn) ” 
Hyg (0, =ntl,..., 041) 


on+1 ox 
Oe f (2) Ty gage, — +l, -.., 21)? 


(13) 0?" f(x) = 


(14) 


1) Vgl. E. Pascal, Die Determinanten, Leipzig 1900, p. 119. 
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womit wir unser Ziel erreicht und die reziproken Differenzen mittels 
Determinanten aus Steigungen ausgedriickt haben. Fir 90?" f (x) und 
0Q2"+! f(x) gelten ganz ahnliche Darstellungen. Ausfiihrlich geschrieben 
lautet z. B. die Gleichung (13), je nachdem wir die Formeln (11), (11%) 
oder (11**) zugrunde legen, 


5(0) (-1, 0 Son ontion sO) 
1 2 +1 
6(0, 1) 6(-1,0 1) Oo aie Wet 1) 
suf 
: 5(0,1 wneleG n) d(-1, 0, nm) se: 6( n,—n+1,...,n) 
(15) 0°?" f(x) er, 5 5 Pts ) 
Ks 11.03, Hew eol= ae 14071) Jencant ine D 
4 42 
Sal 0:19 5) 6 eee Pa) Oren eaters) 
n+1 n+2 2n 
O(—41.0,0.0, Niel =8i— 1s) oe (=e ed en) 
CEI ek Oa he) ae Re) 
GPE (ofa) dn" aa". of Eyeee. On (heey) 
a2" Ga" fay) 4®* (a1 fea)... 6* (fla) 


15*) 2" f(z) = ~ 
( ) @ f( ) ie ele f (x)) grt! (Ga f (2)) ie pnth (f (a)) 
BE Cie f (x (x) ie el ee f (a) it pnt? (f (a) 
sen ERA Of) EO a" Bem Face ween (e)) 
a2 C22" Fla) 82M (x2"-1 fw)... 8®M(u™ fw)! 


(Es A) = 


52% (x? n—1 f (x)) 


62 (et BSA (zee 


od toe © lef | winkvew <6: (68 se fo) we. gs me Reg P ws elm 0G Lovu.ey .eltkio Mr elms veins 


a Ca AC) 


8°" (285? Fah) 


| 


5°" (xt * F(x) 


62a" MSE Fa) 22 O8 
OG ta fia ee 


5) on To) Loe selmes®) ean LO Neder teqm et ree 0: fete Glen We]. “ollie Srecmie. Nell eines 


baad (Mons f (2)) 


Diese Formeln lassen an Ubersichtlichkeit nichts mehr zu wiinschen tibrig. 

Die in der Gleichung (15**) auftretenden Determinanten sind 
orthosymmetrisch. Mit Hilfe eines bekannten Satzes tber derartige 
Determinanten laBt sich daher aus (15**) die Formel 


On Ala) —— — 


Pa (xo 


f (%o) f(%1) «+: 


f (&n) 


=F 41)" 


Ty — Han) (Xp — Ano) 


(x, —%X in) we (x 


ts ti) pe 


Up—Xg -) 


(= 1)" F@o) 1 (1) ++: 


f (Gn—-1) 


‘Sy Ce amr 


Wy — Lyn) (L,— Xp) +++ (L, —Tan)-*- 


(a—4 


—2Xy)+>>(n—4 


— 2») 
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2n+ : 2 
41 Glieder zu er- 


strecken, welche man erhalt, wenn man die Indizes 0, 1,..., 2 durch n 


willkiirlich aus den Zahlen O,1,...,22-+1 gewahlte Indizes ersetzt. 
Aus 9°” f(z) kann, wie oben angegeben, der Naherungsbruch 


herleiten; die Summation ist hierbei iiber alle ( 


Ny n41 (2) . 
2, f (%o) f (41) °° ~f Gn) (4 — in 41) (@—Fa49) 3a8 -(%— @an) 


(%y — Bn41)°+* (%o — Gan) (Ly — Xn 44) °++ (y— an) + (Wn — Fn 41)°** (n—%an) 


23 (je 1)" f (%o) F (4) is fF Gr) (% — %) (t—2,)- : »(& — Hn —1) 
(% — %p) ° 


++ (%q — Gan) (%, — Bn) +++ (%,— Lan) > ++ (%a—1— Fn) > ++ (p=, — 2 a) 


(16) Lag git) 


hergeleitet werden, welcher fiir x = 4,,%,,..., #,,mit f(x) tibereinstimmt. 
In diesem Sinne betrachtet liefert die Gleichung (16) eine Formel fiir 
Interpolation durch gebrochene rationale Funktionen; sie ist von Cauchy [2] 
angegeben worden. 


223. Aus den gewonnenen expliziten Darstellungen lassen sich 
einige bemerkenswerte Eigenschaften der reziproken Differenzen ent- 
nehmen, welche fir die Praxis zu niitzlichen Rechenregeln fihren. 
Tragen wir in den grundlegenden Determinantenquotienten (7) und (8) 


statt f(x) die Funktion re ein, so bekommen wir die Beziehungen 


Ci) 


on if @) a) le (am), f(a), elu), uf (%), Nee Cee ee) AIS HEAD at f (x) | 
E@) Sie), £@), we (es af la), .--, 2-2 (a), a * FG), ae @)| 
ea) | (ai), F (xi), eB (wi), a f (1), -++, BH B (ur), af g(a) | 
g (x) | ¢ (a), F(a), 8 (a), Of (i), ---, BP ala), 2f F(x) | 


(8*) @ 


aus denen durch Vergleich mit (7) die Formel 


il il 
(1%) Ce Rae o Fe) 


entflieBt, wahrend bei 9?”*1 FG und 9?"+1 f(x) nur die Determinanten 


im Nenner iibereinstimmen. Es ist also eine veziproke Differenz ge- 
vader Ordnung des Reziprokums einer Funktion gleich dem Reziprokum 
der veziproken Differenz fiir die Funktion selbst. Die Formel (17) ergibt 
die weiteren Relationen 


inti be cotton ieee Ot wie LC®) 
oe ea” FO oF Faye? FO) 


und 


(18*) 00°" aa = — Qe? f(x)-0?" f(z) 00?" f(z), 
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wobei in der Gleichung (18*) rechts die eine reziproke Differenz 
CERF COU Din ORNS, co ten oie ence ny die andere hingegen wie ge- 
WOnRMeh STUY a5 2750p ta, ay eg nce bilden ist. 

Der Einflu® einer additiven oder multiplikativen Anderung der 
Funktion f(z) um eine Konstante a auf die reziproken Differenzen 


driickt sich in folgenden Formeln aus: 


(19) oe?” (f(x) + a) =o?" f(z) +4, 
(19%) 0? ntl (F(a) + a) te on f (x), 
(20) e? "(af (@)) = ag°"f(@), 

(20*) 02 "+1 (a'f (a) =~ 92" *1 f(x). 


Kombiniert man schlieBlich die Gleichungen (17), (19) und (20), 
so ergibt sich die Relation 


(21) gine Be SHEE Gee Bye Oe 


Kate OT ARS pitse 02 F(z) 


Wir konnen somit den interessanten Satz aussprechen, daf eine rezi- 
proke Differenz gerader Orvdnung einer gebrochenen linearen Funktion 
von f(x) gleich der entsprechenden linearen Funktion der reziproken 
Differenz von f(x) selbst ist. 

Nach diesem Satze sind wir, wenn wir lediglich die reziproken 


Differenzen von f (a) kennen, schon imstande, die Funktion sie 
in einen Kettenbruch zu entwickeln. Z. B. finden wir 


1 ii L—2 
(22) x) : Dia) O(n ene 
f( ) f (%) ‘4 Cas) 0 (5 5) ( 1) Q a a Ge) 


Q? (Xp % Xz) OO? (eq X Xp) + 
(w — %g) o* (% X, .- - X4) 


20 (%,%)4 


(% ~ 24) 97 (2% Xy Xa) 
0 0° (H Ly X, Xp) 4 
ea ty 04 (Xo T, Ly Xe Xs) O O* (Xs Xy.. 


unter diesen Typus eines Kettenbruches ordnen sich die meisten 
bisher uberhaupt untersuchten Kettenbriiche unter. 


224, Fur die reziproken Differenzen ungerader Ordnung 02"+1 f (x) 
existiert keine der Gleichung (21) entsprechende Formel. Wohl aber 
weisen fiir sie die Nennerdeterminanten in (8) 


|1, f(@,), «;, @, f (@ 4), «++, %,", x," f(%;) | 


eine bemerkenswerte Eigenschaft auf. Es zeigt sich namlich, daB 
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die GroBe 
(23) lcs Ny f (a), Xi, x; f (x), 5 Aon in wate f (a) | 


2 0 (Xp ©) 5 (%_ Xs) +++ 6 (Xan Ten41) 


eine Invariante gegeniiber der linearen Transformation 


_ «+ Bg (a) 
oe y +g (x) 
der Funktion f (a) ist. 
Wir konnen auch eine Invariante gegeniiber der Lineartrans- 
formation 
a+ Bz 
a y+oz 


der unabhangigen Verdnderlichen x ermitteln, namlich die GréBe 


(24) L= lls FG), wy wef (i), 0 a,” f (a,) | 


{0 (git) 6 (Hoty) 10 (Xap Von 4 y)}" + 4A (ey t,o. Sten 41) 


hierbei bedeutet A(x )a,-..-%2,+41) die alternierende Funktion (das 
Differenzenprodukt) von a, %,,-.--, Zan41- 

225. Eine zu (17) in Analogie stehende Beziehung, in welcher 
auf der rechten Seite eine reziproke Differenz ungerader Ordnung 
auftritt, gewinnen wir, wenn wir in der Formel (13) statt f(a) die Steigung 
6 f(a) eintragen, und zwar 


(28) (01) = sarrpgy- 


Demnach ist eine reziproke Differenz gerader Ordnung der Steigung 
einer Funktion gleich dem Reziprokum der reziproken Differenz der 
nachfolgenden ungeraden Ordnung fiir die Funktion selbst. Ahnlich 
sind die Formeln 


Qn+2 
ae OCG eaten EEOC 


(26*) 0 02" 6 f(x) ane es o2nt f(z).o2"*1 f(x)-@ o2ntt eas 


in der letzten ist die eine reziproke Differenz o?"+!'f(x) fir 
Pye Lasse Le aig ee Ge andere fiir x), 21, .--,) en» Van+e 2u bilden. 
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§ 2. Reziproke Ableitungen. 


226. Bei der Definition der reziproken Differenzen haben wir 
die, Zahlen a4, getyyeou als voneinander verschieden vorausgesetzt. 
Nachtraglich diirfen wir aber mehrere oder alle von ihnen nach 
einem Punkte zusammenriicken lassen. Der letzte Fall ist besonders 
interessant. Den fir 2, 2,,.-.,%,—+~ aus @” f(x) entstehenden 
Grenzwert nennen wir die reziproke Ableitung der Funktion f(a”) im 
Punkte x und bezeichnen sie mit dem Symbol 


(27) x” f (x) = lim O(2 5 Beane 2) 
insbesondere ist 


Zur Herleitung einer Rekursionsformel fiir die reziproken Ab- 
leitungen gehen wir aus von der Rekursionsformel (1) in der Gestalt 


n— n— ee ‘gases : 
0 ACER a 1(ee...@Y) "ea... ay) — 0" (eu... mm)’ 
nehmen die entsprechenden Gleichungen 
oie y 


re O(c ey) = Oe (Cire) 


Str Ouse o') elow nist “er Het 67 0 ./6i 16) 46) ‘6 Byol wa ye ES eh, (0) tsar iat sets bi.) tol ae WNC.) 16! ote = elitr o ealer. oM—vel—nce 


n—-1 — nn-1( tee BEY uM 
Q. (zy... ¥y)—@ (yy... ¥y) OLE Vey) Ome (VV earey cy) 


hinzu und addieren alles; fiihren wir sodann den Grenziibergang y—« 
aus, so kommt unter Beachtung der Relation (27*) die gewiinschte 
Rekursionsformel 


(28) vr” Fla) = nvr” f(a) 1-9-2 f(a). 


Sie ermoglicht, nacheinander alle reziproken Ableitungen zu berec hnen 
beispielsweise wird 


wg Te 8 as 2" @) 


2 — 
zat 2 7” (a) 1) = Frey Fe) — 3a) 


Wir konnen jedoch auch explizite Ausdriicke der reziproken Ab- 
leitungen vermoge der gewohnlichen Ableitungen angeben. Hierzu 
greifen wir auf die Determinantendarstellungen der reziproken Diffe- 
renzen zurtick. Die zuerst gewonnenen Determinantenquotienten (7) 
und (8) sind freilich nicht verwendbar, weil sie beim Grenztibergange 
in unbestimmter Form erscheinen; hingegen liefern die Determinanten- 
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quotienten, welche Steigungen enthalten, zum Teil nach leichten, Um- 


formungen viele belangreiche Formeln. 


lim 
%o,%1,.+.,8n9@ 


OW tye 


n/ 


0) = 


=a 


n! 


Setzen wir zur Abkirzung 


Te, 


so geht beispielsweise aus der Gleichung (15) ohne weiteres die Formel 


1 n 

(29) yen t(e)—| 41 4a "Fy 44 

(Has onl Be A 

| a, Goal » Ag 
hervor; die analoge Formel fiir 72"+1 f(z) 

Ge a “Inte 

(29%) 72"+1 f(x) —| 44% “4, +3 

Jee se sis =e 

| +a Mts: Genta 


| “2 as Oey | 

| 

beg 4 oA te | 

| . . . . . | 

| Ay +4 a, +2 my Ay n | 
lautet 

ea ay ; an+4 

| ay a, : An+a Ma 
| . . . . 
| nn +4 ante ray Aent+1 


Die in diesen Gleichungen auftretenden Determinanten sind ortho- 


symmetrisch. 
bauten Formeln 


Dies trifft auch zu bei den beiden ganz 4hnlich ge- 


ire) ir De (eft). a" f(a) 
a-Dz (wf (ai) 57 DE (wf @)) | 
De 1 an 2 | 
72M F(a) = 2M ry mu (x” f (x) “ort Pe a” (x)) 
| 3 Dp, (f (a)) 3r D3 (x f (a)) ‘mal Ter (ieee ' F(x) | 
gr De (f(a) i Df (a f (a) 4 
mrt Det eT fe) hy DE (a2 f(a) 
| ar Pa (ee) 2 DA (ef)... ate DBF? Ce" fee) 
ar Da (wf @) 4 D3 (@ f@) 
z 1 2n+1 /,,2n-2 
Pee f(x vena a DET a" f (a) aa & (x a f (x 
a1 De fe) at Da ft). + mya Pa Fe) 
| ar Da (x f (2) — D3 (a f (@)) _ | 
| epi Det f (2)) veut DIM (2?” f (a) | 


227. Zur rekursorischen,Berechnung der reziproken Ableitungen 
ist es, statt die Formel (28) zu benutzen, oft vorteilhafter, nacheinander 
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gesondert die aus JJ,,,,, durch Grenziibergang entstehenden, in (29) 
und (29*) eingehenden Determinanten 


Ar Gpy1 +++ Artin 


a Ay +2 --- Jes 
(30) br, nee rtLl 4r+ r+n 


Grin Grinti +++ Gr+2n 


zu ermitteln. Wir merken zunachst an, daB man die Ableitung f),n41 
bekommt, indem man in der letzten Zeile y-+1 statt 7 schreibt 
und die so zustande kommende Determinante mit dem hochsten in 
ihr auftretenden Index y+ 2n-+1 multipliziert. Es ist also 


! 


a; Apt1 +++ Arin 
Gp+1 Appa +++ Apinti 
Prati=(rt2n+1)]-- +. 2-2 es eee 
Grin-1 Grin +++ Ap+2n-1 
Artin+1 Gpin+2 +--+ Gr+2n+1 


und ubrigens 
be net =(7 + 20+ 1)-lim 7,41, 


Ae uy 1 = ‘ 
wenn die in Te auftretenden Argumente samtlich nach x zusammen- 


ricken. Fir die Determinanten 9,,,,, erhalten wir aus (12) und 
(12*) durch Grenziibergang die Rekursionsformeln 


2 
Pr, n+1 Pr+2,n-1 SF Pr+2,n Pr, he Pr+i,)n ? 


(7 + 2n Ais 1) Pr+t,n Prt, Cir = Pr+e, nPr,n+1 2 Pr, nt Peta ? 


neben denen wir noch die ahnlichen Relationen 


1 1 
Pr+i,n—1 Prati = ram yen: Pret nice yLOnal Prtin Deen 


} 1 
Prin Pr+i,n+1 = a ae pr+1,n Pr, nti — ar Dia Peete 


erwahnen wollen. Die erste der Rekursionsformeln hat den Vorzug, 
keine Ableitungen der #,,,,, zu enthalten, doch diirften die dritte 
und vierte sich meist mehr empfehlen. Haben wir uns durch eine 
der Formeln die $,, verschafft, so finden wir die reziproken Ab- 
leitungen mittels der Formeln (29) und (29*) in der Gestalt 

72M F (0) = Pontt vent f(a) = Pa.n 


> 
Prnti 
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unter Heranziehung der Rekursionsformel (28) gewinnen wir ferner 
die Gleichungen 


2 
(Onn) ryiay (a) 2 eee ; 
Pie Pin+1 
(2n = 2) 7 pond f (x) ae Pintt 


P2, n Po, n+1 


228. Wie aus der Newtonschen Formel durch Grenziibergang 
in den auftretenden Steigungen die Taylorsche Formel hervorgeht, 
so kann aus der Thieleschen. Interpolationsformel ein. ebenfalls von 
Thiele herrihrender Kettenbruch hergeleitet werden, welcher den 
Funktionswert f(@-+ y) durch f(x) und die reziproken Ableitungen 
von f(x) im Punkte x ausdriickt. Dieser Thielesche Kettenbruch heift 


$1) f@e+9) = f@)+——_| 
ri(@)+ 


Qrrf (3)+ Te GeE: 


3/ 


lim (Se: (GAY, Moy een en) — 77 Pe) 
Loses ope 


+ 


Setzen wir zur Abktrzung 


Po=1, Py = &> Pa = %>--+> Pipa Pen Ponti Pin tae? 


so lassen sich die in (31) vorkommenden Koeffizienten mittels der 
durch einfache Umschreibung aus den letzten beiden Formeln in 227%. 
entstehenden Relation 


EBA ACI Meet ee 


auf GroBen p mit nur einem Index zurtickftthren. Der Thielesche 
Kettenbruch (31) nimmt dann die Form 


3%) fet+ty=f@+gs—5 


Y 
Py, P,” ae 
Po Pe Pe” Vy 
Byes eo Py 
PoP 


an, wobei fiir die GréBen fp einfache, aus den friiheren entsprin- 
gende Rekursionsformeln bestehen. Diese werden unbrauchbar, wenn 
eine der Funktionen f identisch verschwindet, weil sich dann die 
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folgenden in der unbestimmten Form = darbieten, ein Fall, welcher 
dann und nur dann eintritt, wenn f(x) eine rationale Funktion ist. 

229. Ist die Funktion f(x) als Quotient zweier Potenzreihen vor- 
gelegt, etwa 


Co +6, e+C,u7?+--- 
f(@) = dot Gj td, a-ps-3” 


so kénnen wir zur Bestimmung der reziproken Ableitungen die folgen- 
den, aus den Gleichungen (7*) und (8*) auf S. 423 durch Grenztber- 
gang entflieBenden Formeln benutzen: 


0 dy | dy Cp | 
AG rae doh ter pa ape k wae 
0.0 d, «| |0 0 & &% 
O Gh Gh. th @. th @ 
3 Sa 04 GY 0% 4 4 
SUT meric atic foo © 
d, d, dg Cy | dy Cy dy Cg | 
0 dy | 10 dy & 
ft (%) = Geant c, \:| dy (Barons 
C, dy Cy a, dy Cy 
0.0) 06d, 6 | -On0m0ndack 
O dy Cy ad, ¢, Od, Cy .d, 6, 
re fiae CuiC Ed, nce did 1G, dance, 
C, d, Cy dy Cy d, d, c, ds Cy 
Cyd, Cg dy Cy dy dy Cg dy ¢, | 


Die Formeln (17),%(18), (19), (20), (21), (25), (26), welche 
wichtige Eigenschaften der reziproken Differenzen zum Ausdruck 
bringen, bleiben natiirlich auch fiir reziproke Ableitungen in Kraft. 
Z. B. wird 


1 1 
Fe) Pm F(a)’ 


also eine reziproke Ableitung gerader Ordnung des Reziprokums einer 
Funktion gleich dem Reziprokum der reziproken Ableitung fiir die 
Funktion selbst. Um den aus (22) durch Grenziibergang hervorgehenden 
Kettenbruch fiir die reziproke Funktion, bei welchem die GréBen 


D) 1 Pein 
x2 


Of ik pgaaee 
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eine Rolle spielen, bequem aufschreiben zu kénnen, wollen wir zur 
Abkurzung 


Po aeate Ian Ci Paes Gages 
setzen; die GroBen g sind dann durch die Rekursionsformel 
1 / 1 , 
In -2 In+1 oF n+ I In -1 Ta yy tan Qn—-1 


miteinander verbunden, und wir erhalten den gesuchten Kettenbruch 
fur die reziproke Funktion in der Form 


1 if y 
iS) Paty) F@) ay 
vel q1° Ay 
10 I2 qa" y 
"ads 4s" 
G2 I 


230. Besonders interessant ist der Grenztibergang 2), %,,...—> 
in den Invarianten J, und J,. Dazu bemerken wir, daB J, auch 
nach Division durch. A (a), #,,..-, Wg, 44)) das Differenzenprodukt oder die 
alternierende Funktion von a, %,,.--,%, 4,5 eine Invariante bleibt. Fuhren 
wir dann den Grenziibergang aus, so konvergiert die Zahlerdetermi- 
nante von J,, dividiert durch A(z), Dev erarnd fe) | nach der Nenner- 
determinante in dem Ausdrucke (29*) fiir die reziproke Ableitung 
v2"+1 f(x), die Nennerdeterminante nach der (m+ 1)-ten Potenz der 
Ableitung von f(z). Man findet also die nachstehende Folge von 


Differentialinvarianten gegeniiber der linearen Transformation 


y + 6¢ (2) 
der Funktion f (a): 
4 a, 4, Wz Ay 
a, 4 | sie’ ei as a 
1 2 A 2 KO g 3 4 5 a it 
(33) wae, Ss de cap Et Woes 
a, as | a, a, as, Ag 
3 Gad 
De oe Gy, Ox Cy @ 
4 5 6 7 


Die erste unter ihnen 


ogee Oe ce) 


stimmt bis auf die Konstante + mit der sogenannten Schwarzschen 
Ableitung*) tberein. 


1) H. A. Schwarz, Uber diejenigen Falle, in welchen die Gaufsische hyper- 
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Hingegen sind die aus J, entspringenden Ausdricke 


Gat aa 
anes 
a, ae| bap a, naa 
1 2 Ma wane 2 3 4 5 het 7A 6 
(34) | oe Gstaad, ce ae 
| a as UTE Ca LEK 
| a3 ay 4, | ip HRS 
; ny Cs Cay Ce, 


Differentialinvarianten gegeniiber der linearen Transformation 


ACB 
oS y+ oe 


der unabhingigen Verdnderlichen x. 


231. Wollen wir die Naherungsbriiche des Thieleschen Ketten- 
bruches (31) aufschreiben, so gehen wir am besten von den De- 
terminantenausdriicken p, ,,,(ef(x)) und p, 44 (1 F(x)) “aus. in 
denen f(x) durch a f(x) bzw. #1 f(a) ersetzt ist. Dann kommen wir 
ohne Schwierigkeiten zu folgenden Ausdrticken fiir die Naherungs- 
zahler 8, (y) und die Naherungsnenner 9%, (y) des Kettenbruches (31): 


Ay A, Ae 

(35) Bon (= fe % att | By, 
@, Cyt, 2°: Fan —4 
asd sya 1 

(35*) Ny, (Y) = 49 43 he an+4 : Py n? 
peg One Fagg 
| Mo My Hn 

(36) Sant ee ee 
| a, a +1 ‘ Qn 

(36*) Nant (¥) = “1 © ee An +4 : Pe, n° 
a, a,+4 fo», | 


Dabei haben wir zur Abkiirzung 


geometrische Reihe eine algebraische Funktion ihres vierten Elements dar- 


stellt, J. reine angew, Math. 75 (1873), p. 292—335=Ges. math. Abh. 2, 
Berlin 1890, p. 211— 259. 
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44 = 4,9" | a5 ys My = 49", 
4, = ayy" + a, ye + ay yh ?, tel a a, Vela Cevaiee, 


e ° ° ° e 


end Tenaya; My, =4,y +a, ym t+t--+ay 


gesetzt. 


§ 3. Das Restglied der Thieleschen Interpolationsformel. 
Integraldarstellungen der reziproken Differenzen. 


232. Fur das Restglied 


(5) Rei (x) =f") — eae 

der Thieleschen Interpolationsformel kénnen wir eine Reihe Ahnlicher 
Untersuchungen anstellen, wie friiher in Kap. 1, § 3 fiir das Restglied 
der Newtonschen Formel. 

Zunachst sei f(x) eine reelle Funktion der reellen Verander- 
lichen 2, und die Interpolationsstellen %y, ,,-+-,@, seien alle in einem 
Intervall B <«<B der reellen Achse gelegen. In diesem Intervall 
soll f(x) bis auf eine endliche Anzahl von Unendlichkeitsstellen, die 
ubrigens nicht mit 2),2,,...,x, zusammenfallen diirfen, eine end- 
liche Ableitung (m+ 1)-ter Ordnung aufweisen. Die Zahl » moge 
so groB gewahlt sein, daf sich ein Polynom ¢, ,, (w) vom selben Grade 
wie N,,,(z), also bei »—=2m—1 vom Grade .m—1, bei n=2m 
vom Grade m, derart bestimmen 148t, daB f(x) y, ,,(x) fir B<a <B 
endlich bleibt. Nun sei ~ die Stelle, fiir die wir den Wert von f(z) 
ermitteln wollen. Dann setzen wir R,,; (x) in der Form 


Bate) ake (0) one) 


an. Die Funktion 


> Zn +1 (t) 4 E—%) (¢— 2%) +++ (t= an) 
1G et ay aaa) 2 Nn +1 (4) Pn +s (4) 


Verecuwindets1Ut, 1 ==7 046-910, we ach, dem Rolleschen Satz 


muB also das Intervall B <a«< B mindestens eine Nullstelle Z der 
(n-+1)-ten Ableitung der Funktion F(t) N,.,(4),4,(¢) enthalten. 
Da Z,,,(é) fir »=2m—1.und n=2m vom Grade. m, - also 
Zn+1(t)Pn+1(t) vom Grade m ist und somit die (m +-1)-te Ableitung 


von Z,,,(¢) ~,4,(é) verschwindet, folgt 


il CBRE oD A) ee a = 
a (n+1)! gpari P(E) N44 (=) Pn 4a (4) 


N6rlund, Differenzenrechnung. m8 
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und 


(w— a) -- -(@—q)_ 1 “feces 
CHEN SEE SAGs = Nas) a2) OD! BEF 


by 


VINE (4) Pn+1 (=), 


(f( 


wobei Bes Hoa cists pV Cnn. atm Trot poladoneinreeral| zwischen 
der kleinsten 6 und der gréBten } der Zahlen Ue ys sens Caer Ee 
tritt an die Stelle von = eine Zahl € mit b=<£&<b. Bleibt die 
Funktion f(x) fir B <a <B endlich, so kann man @py41 (a) = Nn+1(2) 
nehmen. 

233. Nunmehr moge f(a) eine analytische Funktion sein. Wie 
friiher setzen wir 


p, (%) = (% — &)(@ — ,) +++ (@ — ,) 
und wollen eine zu der in Kap. 8, § 1 angefiihrten Gleichung 


Rees (a) = rai J, at 


fiir das Restglied der Newtonschen Formel in Analogie stehende 
Beziehung fiir~das Restglied der Thieleschen Formel herleiten. Zur 
Abkiirzung sei 


Pi,n+i(%) = (@ — &) (@ — 444) °° ‘(e—a,,,); 
Von (x) = yp, (@) 


und C eine die in Frage kommenden Interpolationsstellen umschlieBende 
Integrationskurve derart, da Ms i *) in ihrem Inneren und auf ihr regular 


iste wAUS dentin sa—3O" 1, 2n —1 aufgeschriebenen Gleichungen 
Zan (Xs) 1 ¢ f®) 
* NUS ere = = 
(4*) Zale) a f(g) ngs f {0 aa 


erhalten wir dann nach der Lagrangeschen Interpolationsformel, da 
Z,,(x) ein Polynom n-ten Grades ist, die Beziehung 


an 
1 n+t 1 + (2) 
a) n(Xs) Yi, j 
Zan (8) = ae JPOD pag EE? Ponte ae, 
C s=1 


E—XLs Wi n+i (es) 


wobei 7 eine beliebige der Zahlen 0, 1,...,2 —1 sein kann. Wenden 
wir im Integranden die Identitat 


a Ls 2 1 hs 1 
(z—@,)(@—a,)  (w—2)(2—2,) (a —2) (x — as) 
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an und beriicksichtigen wiederum die Lagrangesche Interpolations- 
formel, diesmal fiir N,,,(#), so entsteht die Relation 


Zq, (0) = ga [LO Yee ye) — N,(@)] az. 


~ Onis cz Chyna) Be 
(6) 


Fur das Restglied 


R,, (©) = f@) — Bg 


ergeben sich daher die Ausdriicke 


wh 1 f() Non (2) isn i (&) 
(38) Rs, (x) —  QatJ z—x Neon (x) EMG : 
Cc 


wobei = 0,1,.:.,2 —1 sein darf. Wir k6énnen sie am _iibersicht- 
lichsten zusammenfassen, wenn wir die aus (38) abzulesende Gleichung 


(% — aq) +++ (% — %_3)(@ — Aa gega) (4 — ©n—-1) Ron (2) 


1 IP () Non (2) Pen—s (a) 
ea EST) Tae te A Core SS 


mit einer willkiirlichen Konstanten A; multiplizieren und die fir 
4=0,1,...,2—1 zustande kommenden Gleichungen addieren. Dann 
bekommen wir die Gleichung 


fos 1 f (2) Nan (z) Pan (z) Wan-1 (x) 
Ron (*) in ees Z—2 Non (2) Pan (a) Pana (2) : 


in der @,,,(x) ein beliebiges Polynom vom Grade nm — 1 bedeutet. 
Fir Ron+,(x) besteht ein entsprechender Ausdruck; allgemein ist, 
wenn wir mit qn+4,(%) ein beliebiges Polynom vom selben Grade 
wie N,+,(x) bezeichnen, 


il if z) Np a \é n+1\4 n WW 
(39) Ry 41 @) in Ont ae ae eee an me 
Cc 


Bei der Herleitung der letzten Formel haben wir die Zahlen 
% , %,,--. als verschieden vorausgesetzt. Die Relation (39) bleibt jedoch 
auch richtig, wenn mehrere unter diesen Zahlen zusammenfallen, weil 
das Integral die Summe der Residuen des Integranden fiir die von C 
umschlossenen Pole darstellt. Besonders interessant ist naturlich der 
Fall, daB alle x, nach einem Werte a konvergieren; dann bekommen 
wir einen Restausdruck fiir den zur Taylorschen Formel analogen 
Thieleschen Kettenbruch (31). 

234, Zuvor wollen wir jedoch einige Bemerkungen uber Integral- 


darstellungen der veziproken Differenzen einschieben. Dividieren wir 
28% 
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die Gleichung (4*) durch y%,n4i(w,) und addieren dann die S15 
i-+1,...,i-+-n entsprechenden Beziehungen, so gewinnen wir unter 
Beachtung der Lagrangeschen Formel die Gleichung 


n+t 
(40) ghz fie de DS) Fe = 1 $0, 1,3), 
Cc 


Yirnti (2) gai Pisnté (2s) 


weil der Koeffizient der hochsten Potenz von z in Z,,, (x) nach Formel (6*) 
den Wert 1 hat, Auf entsprechendem Wege ergibt sich die Beziehung 


1 Nan+1 @ : 
(40*) mai lt® ) rts dz 0° "(ay ®,-.-%,)  (¢=0,1,-...m). 


Multiplizieren wir nun jede der Gleichungen (40) mit einer beliebigen 
Konstanten A, und addieren dann, so stoBen wir auf die Relation 


Lp(a) te a ge meat 


201 ero wry 


(41) 


in der mit m,_,(z) ein Polynom (m — 1)-ten Grades bezeichnet ist; der 
Koetfizient*von'2"=*iin alm, istesevade A Stat i ard es 
(40*) entflieBt die analoge Gleichung 


1 j a) Pn (2) 
(1) aiff) Wan (2) dz—(A ob Ay ti + A, JO?" (oy «+ Fyn) 
Durch geeignete Wahl der Polynome , _,(z) und , (z) gewinnt man 
aus (41) und (41*) mehrere bemerkenswerte Formeln. Z. B. findet 
man fiir m,_,(z) = N,,,(z) und », (¢) = Nons1(z) unter Beachtung der 
Gleichungen (6*) die gesuchte Integraldarstellung der reziproken Diffe- 
renzen 


4 a @) 
(42) Q (Gy %, +... ,) = rail) ee 


in Analogie zu der Formel (5) in Be syst 


O° (Hy # “a va (2) 


0%: 


fit) die Steigungen: Uber! qa i(z)s= NiGViG = s0eL 2 ea 
P, (2) =N,(z) @=0,1,...,2n, 20+ 2) hinweg gelangt man zu fol- 
gender Relation fiir das Produkt zweier aufeinanderfolgender rezi- 


proker Differenzen: 


dg) ga ta apt eg eee Mea ate eet aT 
( ) (yw, L,—1) © (va, x.) Jr@ Wn—1 (2) ia 
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Die letzten Formeln bleiben auch dann in Kraft, wenn einige unter 
den Zahlen 2), 2,,... zusammenriicken. Fallen diese insbesondere alle 
in einem Punkte 2 zusammen, so erhalten wir aus (42) eine Formel 
fur die reziproke Ableitung, namlich 


(44) =55 aol Ba 4 


ae id 


hierbei ist %,,,(z) der (m + 1)-te Naherungsnenner des Thieleschen 
Kettenbruches (31), und man bemerkt die Analogie mit der Cauchy- 


schen Formel 
pin) (2) a nm! | f(z) 


cA (z = Niet 


fiir die m-te Ableitung. Da im Thieleschen Kettenbruch (31) die 
GroBen 


BEC 


auftreten, ist es niitzlich, sich Integraldarstellungen der Ableitung 


& (r" f(w)) zu verschaffen, und zwar findet man 


Wir diirfen also in der Integraldarstellung (44) der veziproken Ab- 
leitung r" f(x) unter dem Integralzeichen nach x differenzieren, als ob 
N.,(Z) von w unabhingig ware, falls wir das Ergebnis nachtraglich 
mit (— 1)" multiplizteren. 

Nunmehr gehen wir zur Darstellung des Restgliedes &, ,, (a) 
des Thieleschen Kettenbruches (31) tiber. Durch den Grenziibergang 
Zo,%,,--.—>a@ und die Annahme Pn+1(%) = N,4,(%) gewinnen wir 
aus (39) zunachst die Gleichung 


| fl, 1 f(@) Mea @) (a —a)"** 
abs) [R41 (2) = Seas eee m2, (x) (z—a)"t? d 


und hieraus kénnen wir dann die gewiinschte Darstellung 


(46) Bea lor iaacg ae 110) 44 
1 vo 
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herleiten, in Analogie zum Restglied der Taylorschen Formel 


fe — ay ft (ada. 


a 


§ 4. Auflésung homogener linearer Differenzen- und 
Differentialgleichungen 2. Ordnung durch Kettenbriiche. 


235. Einer der Hauptvorteile, den die Einfiihrung der reziproken 
Differenzen darbietet, ist der, daB man mit ihrer Hilfe das Problem 
der Entwicklung von Funktionen in Kettenbriiche in systematischer 
Weise in Angriff zu nehmen vermag. Beispiele hierfiir werden wir 
im nachsten Paragrafen kennenlernen. Man hat nur das Schema der 
reziproken Differenzen oder Ableitungen fiir die betreffende Funktion zu 
bilden und dann die Formeln (3), (22), (31) oder (32) zu benutzen. Um 
die Konvergenz der so erhaltenen Entwicklungen zu prufen, kann man 
entweder das Restglied untersuchen oder die in der Theorie der 
Kettenbriiche tblichen Konvergenzkriterien anwenden oder schlieBlich, 
was sich gewohnlich am meisten empfiehlt, die homogenen linearen 
Differenzengleichungen 2. Ordnung studieren, denen die Naherungs- 
zahler und Naherungsnenner, als Funktionen des Index betrachtet, 
Gente leisten. 

Zur Vorbereitung dieses Verfahrens wollen wir jetzt zunachst 
auseinandersetzen, wie eine homogene lineare Differenzengleichung 
2. Ordnung 


(47) u(a + 2) + p(w)u(e + 1) + g(x) u(x) = 0 


mittels Kettenbriichen aufgelost werden kann [5]. Durch Division mit 
u(#+-1) leitet man aus (47) die beidén Gleichungen 


u (e+) _ (2 
u (x) u (a + 2) 

PO ales 1) 
Ue) e” 1 
u(o+1) 


p(x—1)+ q (@ ipa 


her, aus denen rein formal unmittelbar die beiden Kettenbriiche 


(48) Weal) Te wee) 
pepe tee’ 


7) 
p(x +1)— 


AC Ee, 
Cee a 
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49 PEC. A 
( ) u (a + 1) eet q(«—1) 


p(w —2)— 


q (% —2) 
PAG = 3)=i as 


hervorgehen. Unser Ziel ist nun, die Méglichkeit derartiger Entwick- 
lungen in aller Strenge zu begriinden. Wenn es uns gelingt, die 
Konvergenz der in (48) und (49) auftretenden Kettenbriiche darzutun 
und durch diese die linksstehenden Quotienten fiir zwei linear un- 
abhangige Partikularlosungen der Gleichung (47) darzustellen, so er- 
fordert nachher die vollstandige Aufloésung von (47) offenbar nur noch 
zwei Summationen; bei Kenntnis der beiden Kettenbriiche sind wir 
also im wesentlichen schon am Ziele. 

Wir gehen von einer einfach zu beweisenden Identitat aus. Sind 
n beliebige Zahlen x,, 2%, .--, x, gegeben, so konnen wir leicht schritt- 
weise einen Kettenbruch konstruieren, fur den diese Zahlen die n ersten 
Naherungsbrtiche sind. Dieser Kettenbruch lautet 


Ly — WX, 
L-= 2h, Lae? 
ue 1 Lo — He 
_ _ (& = Xe) (%3 — 4) 
Ly — Xz — 
Go aol 
ox, (@n—3 — Tn —2) (®a—1 — Yn) 
Ty —2— Xn 
oder, wenn wir 
Ly — 2 GP = GP leg 
z,= s Sced a s+3 (Seal eta ie oy 
Ls —Us+9 Us+1— Us+s 
(50) 
La — Ly 
ee 
OS Cio, 
1 %s 
setzen, 
Ly — Ly 
Mec Uy ; 
Neate 
Zz 
1—+ ‘ 
fairotEais 
i= 
palace 
eres 
Hieraus gewinnen wir die gesuchte Identitat 
‘ Ci SE aee Bl 
(61) ee eee 
Ln —U,  % — Ly 2a 
os 
es 
Zn—4 
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welche namentlich dann von Nutzen ist, wenn wir durch den Grenz- 
iibergang m—»oo auf der rechten Seite zu einem unendlichen Ketten- 
bruche iibergehen wollen. 

Zur Anwendung auf die Differenzengleichung (47) und die Ketten- 
briiche (48) und (49) verstehen wir unter u,(#) und u(x) zwei linear 
unabhangige Lésungen der Gleichung (47), nehmen 

u, («+s—1) 


aan Uy (w+ s—1) 


und schreiben (n+ 1) an Stelle von m. Dann wird, wie man sich 
auf Grund der Gleichung (47) leicht ausrechnet, 


e G(r 5) he 
$. - p(a+s—1)p(@+58)’ 


Zz 


und die Identitat (51) liefert die Beziehung 


(52) Uy (w+ 1) u, (w+ 1) — te (w+ 1) «, (a+) Putt ca (x) 
iy (2) (En) — my (a (Em) pay Je) 
pet l)—++- 
wig erie) 
p (a+n—2)” 


Ganz entsprechend finden wir, wenn u,(#) und u,(x) ebenfalls zwei 
linear unabhangige, im allgemeinen als verschieden von wu, (x) und u, (2) 
anzunehmende Loésungen der Gleichung (47) bezeichnen, 


| is (2) ty (=n) = te, (2) 16 Co — 2) 1 
99) E+ m =n) 4 (e+ Iq ~—) ~ — ¥Q ) 9@=1) 
p(e=2) => 
A q(«—n+1) 
pe") 


236. Von den in (52) und (53) auf der rechten Seite vorkommen- 
den Kettenbrtchen gelangen wir durch den Grenziibergang »—>+co 
gerade zu den unendlichen Kettenbriichen in (48) und (49). Um zu 
erkennen, was dabei aus den linken Seiten in (52) und (53) wird, 
mussen wir etwas tuber das infinitare Verhalten der Lésungen w, (a), 


Uy (x), Uy (X), u,(€) wissen. Wenn z.B. lim Waite) = 0 ist, strebt 
n>o “4 (« Shy n) 


der ins Unendliche fortgesetzte Kettenbruch (52) nach ae Zur 

Uy (% 
genaueren Untersuchung sei der Einfachheit halber die Gleichung (47) 
zunachst normal, und p(#) und q(x) mégen rationale Funktionen, 
c, und ¢, ihre Grenzwerte fiir |x|—>oo sein. Die Wurzeln der charak- 
teristischen Gleichung 


Uo a Chats Cy 
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mogen a, und a, hei®en. Wir nehmen fir u,(x) und u,(") die Lé- 
sungen des ersten kanonischen Losungssystems, fiir u;(“) und x, (a) 
die Lésungen des zweiten kanonischen Systems. Fiir deren asym- 
ptotisches Verhalten gelten, wie wir in Kapitel 11 gesehen haben, die 
Gleichungen: 


Trg ag Ning eee ee?) ky 
n> w a ES n\-> w ial 1 ee 
z+n w—n 
und 
ip se Sela lig teil PR SE ag ae 
_2>@ agtn/ 1 Mees n>o gt—n Cs)" , 
2 etn 2 L—n 


Wenn a, =a, und auBerdem f, — f, eine ganze Zahl ist, bestehen 
diese Gleichungen nur in gewissen Ausnahmefallen. Liegen nicht 
gerade diese Ausnahmefalle vor, so haben wir bei a, =a, und ganz- 
zahligem 6, — f, die Relation 


te Uy (e+ 2 ir = ee *) ass 
n-> «© ee) Bat log —-_— n> gt—n ae) he log a1) 
A etn fp te 1 2 —N n— 2 


Es sind also verschiedene Falle zu unterscheiden. Wenn aj s=ha, | 
ist, wird 


n> x Us (&—N) ee 


U(@t+1)_ sg (@) 
q (@+ 2) 
POTN 542) 
und aus (53) 
Us (a) 1 
(55) W(@+1) q(%—1) 
P( ales = 
ae ee Ae Py 
Pl 8) ans 


Ist hingegen |a,|<|a,|, so konvergieren die rechtsstehenden Ketten- 

u, (x +1) U, (x) _ 
u, (#) REM: uy (e+ 1) 

Kettenbruch (54) nach MV) oder es DP der Kettenbruch (55) 


Bei |a,|=|a,| konvergiert der 


briiche nach 
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us (x) __M (#) i hd =e ositiv oder 
Hache aE a a aap (een eae ee ia Caney 
negativ ist, wahrend sich fir %#(,) = %(8,) beide Kettenbriche als 


divergent erweisen. Wenn jedoch sowohl a,=a, als auch Bi = Be 


x 1 ; 
ist, dann strebt der Kettenbruch (54) nach ae und der Ketten- 
1 
bruch (55) nach ee Damit haben wir unter unseren Voraus- 


ty (@ +1) 
setzungen tuber ae Koeffizienten der Differenzengleichung (47) das 
Konvergenzproblem der Kettenbriiche (48) und (49) vollstandig erledigt. 


Handelt es sich beispielsweise um eine Differenzengleichung 
u(w@ + 2)+c,u(e+1)+c,=0 


mit konstanten Koeffizienten, so erhalten wir die bekannten Ketten- 
bruchentwicklungen : 


— und "= ¢, -- z 


fiir die Wurzeln der quadratischen Gleichung 
P+ ct-hco = 0. 


Haben die Wurzeln verschiedene absolute Betrage, so strebt der erste 
Kettenbruch nach der absolut kleinsten, der zweite nach der absolut 
groBten Wurzel; liegt eine Doppelwurzel vor, so konvergieren beide 
Kettenbriiche nach ihr; haben die beiden Wurzeln denselben Absolut- 
betrag, ohne doch zusammenzufallen, so divergieren die Kettenbriiche. 

Denken wir uns die Koeffizienten p(w) und q(x) der Gleichung (47) 
auBer von x noch von einem komplexen Parameter z abhangig, so 
bilden die Punkte, in denen |a,| = |a,| ist, im allgemeinen Kurven in 
der z-Ebene. Wir nennen sie die kritischen Kurven. In Gebieten, die 
langs einer solchen Kurve aneinanderstoBen, konvergieren die Ketten- 
briche im allgemeinen gegen verschiedene Funktionen; beim Ubergang 
uber eine kritische Kurve springt demnach der Wert des Ketten- 
bruchs. Auf den kritischen Kurven selbst konvergieren die Ketten- 
brtiche in denjenigen Punkten, wo #(6,) + #(8,) ist, und auBerdem 
fir a;=a,, By = Ba: 

Ubrigens kann es auch vorkommen, daf in einer zweidimensio- 
nalen Punktmenge der z-Ebene |@,| = |a,| ist. Dann sind in dieser 
die Kurven #(6,) = #(8,) kritische Kurven. 

Zusammengenommen fiihren die beiden Kettenbriiche (54) und (55) 
in der ganzen z-Ebene zur vollstandigen Lésung der Differenzen- 
gleichung (47), auBer etwa auf den kritischen Kurven. 
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23%. Wenn unsere Voraussetzungen iiber die Koeffizienten (2) 
und q(x) nicht erfiillt sind, so lassen sich doch in vielen Fallen ganz 
ahnliche Betrachtungen anstellen, wofern nur p(x) und g(a) Grenz- 
werten zustreben, wenn x auf einer Parallelen zur reellen Achse nach 
rechts ins Unendliche wandert, wofern also die Gleichung (48) eine 
Poincarésche Differenzengleichung ist. Die an den Poincaréschen 
Satz anschlieBenden, in Kap. 10, § 6 besprochenen Untersuchungen 
ermoglichen ferner die Behandlung gewisser Falle, in denen (a) 
und g(x) keinen Grenzwerten zustreben. 

Wenn p(x) und g(x) Polynome in 2 sind und auferdem von einem 
Parameter z abhangen, kénnen die Lésungen u,(x) und u, (x) bzw. uz (x) 
und u,(%) so bestimmt werden, daB sich u, (a+ mn) und u, (a +n) 
bzw. u, (x — n) und u,(a%—mn) bei zunehmendem n asymptotisch wie 
k,l (e+ nar "@tn)** und k,P8(e+n)ar* (etn) 
verhalten. Bei g, > q, konvergieren dann die Kettenbriiche (54) und (55) 
Uy (x +1) U, (a 

Sat can 
gegen kommen wir wieder auf die oben auseinandergesetzten ver- 
schiedenen Falle zurtick. 

Ein interessantes Beispiel liefert die in Kap. 14, § 1. angefihrte 
Differenzengleichung 


in der ganzen z-Ebene gegen 


P Del. d= q,enue 


u(x + 2) —(#+o+1)u(x +1)+ oexu(x) =0, 


welcher die unvollstandigen Gammafunktionen P(x,g) und Q(x, 0) 
geniigen. Unter Heranziehung der Differenzengleichung erster Ord- 
nung fiir die Funktion P(x, @) finden wir leicht den Kettenbruch 


ae po” 
JZ (a 0) = : ri 
we 
ee pa eel) <y 
GO 2 ole 
a Ose Oe ak 
der bei festem endlichen 9 fir alle « auBer x = 0, —1, — 2,... kon- 


vergiert. 


238. Bisher sind wir von der Differenzengleichung (47) ausgegangen 
und haben aus ihr den Kettenbruch (54) hergeleitet. Umgekehrt ist 
natiirlich bei passend gewahltem _# (x) und q(x) jeder Kettenbruch von 
der Form (54), und man kann, wenn ein beliebiger Kettenbruch vorgelegt 
ist, die Funktionen p() und q(x) aufschreiben, mit ihnen die ent- 
sprechende homogene lineare Differenzengleichung 2. Ordnung bilden 
und von ihr aus tiber die Konvergenz des Kettenbruches entscheiden. 
So liefern z. B. die eben besprochenen Untersuchungen recht umfassende 
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Konvergenzkriterien’). Oft kommt es jedoch vor, da® die Teilzahler und 
Teilnenner des Kettenbruchs keinem einheitlichen Gesetze folgen, so- 
daB man bei Aufstellung der Differenzengleichung (47) auf Schwierig- 
keiten stoBt, z. B., wenn die Teilzahler und Teilnenner von geradem 
und ungeradem Index verschiedenen Bildungsgesetzen unterliegen. 
Dann kann man bisweilen zum Ziele kommen, wenn man statt der 
einen Differenzengleichung (47) ein System von zwei Gleichungen 


vle+i)+p@u@) +4@o@) =0, 
u (+1) + py (2) 0(@ +1) +4, (2) u@) =0 


zugrundelegt. Auf diesem Wege gewinnt man Konvergenzkriterien, 
die fiir die meisten praktisch vorkommenden Falle ausreichen. 

Zur Auflésung der Gleichungen (56) setzen wir in der Identitat (51) 
einmal 


(56) 


7 _ 4% («+5) _ U,(%+5) 
2s+2 Uy (z+)? 2st+1 v,(x+s) 
und ein anderes Mal 
Py ae eB: Pt ey aCe) 
22a oe Sie Bee (e-5) 


Beim ersten der so gewonnenen Kettenbriiche 


(57) ye eee 


Pi EY Tap sey lyre 


heiBt der (2m -+ 4)-te Naherungsbruch 
u, (%) vy (uw + 2) — Uy (x) v, (w+ 2) 
V1 (X) Vp (w+ 2) — v2 (x) v, (w+ n) 
und der (27+ 5)-te 


Uy (x) Uy (% + M) — Uy (x) Uy (w+ n) 
V4 (&) Uy (w+ m) — vy (x) uy (w+ 2)” 


Beim zweiten Kettenbruch hingegen 


(58) 7 («) - 
Bi 
2 anda erase 
Piel = 
Py (@+2)—— 
*) Vgl. auch Pringsheim [1], van Vleck [1], Montessus de Ballore [1,2]; 
ferner O. Perron, Die Lehre von den Kettenbrtichen, Leipzig und Berlin 1913. 
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sind die Naherungsbriiche 


v, (a+ 1) vg (a + 2) — vg (x +1) v, (a +n) 
U, (X) Vp (V+ 2) — Uy (x) v, (w+ 2) 


und 


UV, (x + 1) uy (w+ n) — vy (~@+1) u, (w+ n) 
ts, (2) My (+n) — ty (a), (HM) 


Wenn wir das Verhalten von Pie) und ler bel zu- 
VU, (%+ n) Uz (x + 7) 
nehmendem m kennen, sind wir also am Ziele. Streben diese beiden 


GroBen z. B. gegen Null, so konvergieren die Kettenbriiche (57) 
und (58) nach 2) und 4 ae A) so daf wir leicht wu, (x) und y, (a) 


V, (x) u, (*) 
selbst ermitteln konnen. Sind hingegen die Grenzwerte von alee) und 


( Ue (a+) 

Vv, (a+ n) : ; ae : 
- Gan voneinander verschieden, etwa c, und c,, so oszillieren die 
Kettenbriiche (57) und (58). Z. B. streben fiir (57) die Naherungs- 


briiche gerader Ordnung nach 


u, (2) ae as (x) 
V, (X) — Cy Vs (a) 


und die Naherungsbriiche ungerader Ordnung nach 


Uy (%) — Gy Ug (X) 


2, (2) — 4, Uy (x) ” 

In diesem Falle ermoglichen die Kettenbriiche (57) und (58) die voil 
standige Auflésung des Systems (56), wahrend man bei Konvergenz 
noch zwei andere, zu (55) in Analogie stehende Kettenbruche heran- 
ziehen mu. 

239. Im Zusammenhange mit diesen Betrachtungen fir Diffe- 
renzengleichungen wollen wir erwahnen, dai man auch eine homogene 
lineare Differentialgleichung 2. Ordnung 


(59) y + Plz) + Q(z) =0 


durch Kettenbriiche zu integrieren vermag. Zu diesem Zwecke ver- 
stehen wir unter y, und y, zwei linear unabhangige Partikularintegrale 
und setzen in der Identitat (51) 


um den hierbei entstehenden Kettenbruch bequem aufschreiben zu 
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konnen, differenzieren wir die Gleichung (59) fortgesetzt nach z. 


Da- 
durch ergibt sich das Gleichungssystem 


” 


DM SG A + O09 0, 
yf" al el ak ey —= (6) : 
yines du Py (n+1) Dob 0, ipiae. 0, 


wobei die Koeffizienten miteinander durch die Rekursionsformeln 


OFF, — sO, 
Qs 


verbunden sind. Die GroBen z, in (51) sind dann durch die Forme] 


Se rs 


yee 


cae: Pasay 


ausdriickbar, und wir bekommen schlieBlich 


1) 
yy’ eer 


1 
vive? 


— 94h yf) 


— Yo grey) 


(60) 


In ahnlicher Weise erhalten wir, wenn wir mit y(—”) das n-te Integral 
von y bezeichnen, nachher durch Integration aus (59) die Gleichungen 


y =a oe. 4) Uy A 
y eee eas 2 ae aos 
yen oe yOO EO, ie Set 
herleiten und 
ay 


ae) 
8 ys s+2) 
annehmen, die Gleichung 


(—n 


Vio )— y, yf 1 


a 


— yo! yi 


(61) 


—n) 


yi ys 
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Wollen wir in den Beziehungen (60) und (61) » unendlich zunehmen 
lassen, so miissen wir uns eine Aussage tiber das Verhalten der Ab- 
leitungen und Integrale von y fiir groBe n verschaffen. Wenn z. B. 
die Relation 


besteht, so ist der ins Unendliche fortgesetzte Kettenbruch (60) gleich 


Dy ess 
Vi OVe 


also gleich der logarithmischen Ableitung eines Partikularintegrals 
der Differentialgleichung (59). Um dieses selbst aufzufinden, ist dann 
nur noch eine Quadratur notig. Die Konstante c hat indes im allge- 
meinen nicht in der ganzen z-Ebene denselben Wert. Es ist also 
hier wie bei dem Kettenbruch (54), wenn die Koeffizienten der Diffe- 
renzengleichung (47) von einem Parameter z abhangig sind; der 
Kettenbruch (60) stellt in verschiedenen Teilen der z-Ebene im all- 
gemeinen verschiedene analytische Funktionen dar. Nehmen wir an, 
da®& die Differentialgleichung (59) die singularen Punkte a,, a,,..., a, 
und oo besitze, welche, allenfalls bis auf den unendlich fernen Punkt, 
samtlich Punkte der Bestimmtheit sein mogen, dann hat sie in der 
Umgebung der Stelle z= a, zwei linear unabhangige Integrale von 
der Form 

Bit 


ete (z — a,) eel (z) und Vero ke a a,)Ps Pi,2 (2); 


wobei ,1(z) und @,2(z) in z =a, regular und von Null verschieden 
sind, oder von der Form 


Vie eat @—@,) Pi4 (z) und 


Yio = (@ — a)"*4[y, 1) +, 2) loge — ay] 


Be,1 


mit regularem yp, , (z) und w,,(z). Betrachten wir zunachst den ersten 
Fall. Es sei z ein beliebiger Punkt der Ebene, a, der nachste, a, der 
(aufer Unendlich) entfernteste singulare Punkt; wir haben das Verhalten 
von yi”) und ee fiir groBe positive ganzzahlige m zu ermitteln. All- 
gemein gesprochen handelt es sich also um das Problem, das Ver- 
halten der Ableitungen einer Funktion bei zunehmender Ordnung zu 
studieren, wenn die Funktion einer homogenen linearen Differential- 
gleichung geniigt. Dazu kann man so verfahren, daf man die Diffe- 
rentialgleichung fortgesetzt nach z differenziert. Dann ergibt sich fur 
die Ableitungen, bei festem z als Funktionen der Ordnung autgefabt, 
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eine Differenzengleichung, fiir welche das asymptotische Verhalten der 
Lésungen zu untersuchen ist+). In unserem Falle findet man, daB sich 
(n) (n) 


Ci 4 (a, — cn ee cor C9 C= Ae n bien} 


verhalten, wobei c,, und c,, von Null verschiedene Konstanten be- 
deuten. Daher wird 


und in ahnlicher Weise erhalt man 


(—n) 
lim ope eee a a 
(—n) Cc 
n>o Vi,2 


» 


wobei Vea und Via lineare Funktionen von y,, und Vino sind. Bei 
wachsendem m strebt also der Kettenbruch (60) nach 


ip airs 
yi; : fir (8; yr>r (B; 2)» 
Yio i 
yi; fir ® (6, )<k (B, a)> 


wahrend er fiir R (8; ,) = #(6;.), 6; == 8,. divergiert, und der Ketten- 
bruch (61) konvergiert entsprechend nach 


24, flr (B, ie > Hk (B;,2)> 


za" fir R(B,,) << R(B,4)- 


Im allgemeinen fiihren daher die Kettenbriiche (60) und (61) bei 
m—>oo nach je einer Quadratur zusammen zu zwei linear unab- 
hangigen Integralen; die Differentialgleichung (59) kann also mittels 
dieser Kettenbriiche vollstandig integriert werden. 


*) Auf andere Weise hat Perron das angefiihrte Problem angegriffen und 
weitgehende Ergebnisse erzielt; vgl. seine Abhandlung: Uber das Verhalten 
von f™ (x) fiir lim y=oo, wenn f(x) einer linearen homogenen Differential- 
gleichung geniigt, Stzgsbey. Akad. Mtinchen (math.-phys.) 1913, p. 355—382. 
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; (n) 
Falls Logarithmen auftreten, verhalt sich “ie asymptotisch wie 


C(a,— 2)" pe ltaces ACR a eve 


, 

und der Kettenbruch (60) konvergiert bei wachsendem immer nach aoe 
é an 

Betrachten wir jetzt einen Wert z, fiir den nicht mehr a,, sondern 

a, der nachste singulare Punkt ist, so konvergieren die Kettenbriiche 
im allgemeinen ebenfalls, aber nach einer anderen Funktion von z, 
welche nicht die analytische Fortsetzung der friiheren ist. Auch die hier 
vorkommenden Kettenbriiche besitzen also kritische Linien, auf denen 
der Wert der Kettenbriiche springt. Diese kritischen Linien sind durch 
die Lage der singularen Punkte der Differentialgleichung bestimmt und 
teilen die Ebene in Gebiete, in deren jedem der Kettenbruch nach ein 
und derselben Funktion konvergiert. Bei nur einem singularen Punkt 
gibt es keine kritische Linie. Fur zwei singulare Punkte a, und a, 
ist die kritische Linie die Mittelsenkrechte der Verbindungsstrecke 
4,a, (Fig. 52); in derjenigen Halbebene, welche den Punkt a, ent- 


Fig. 52. Fig. 53. Fig. 54, 


halt, konvergiert der ins Unendliche fortgesetzte Kettenbruch (60) nach 


/ , 
: : opal 
-—, in der anderen Halbebene hingegen nach ; 


d 
5 | Vo 9 


laren Punkten @,, 4, a, sind die kritischen Linien die Mittelsenkrechten 
auf den Seiten des von a,,4,,a, gebildeten Dreiecks. Dies wird 
durch Fig. 53 verdeutlicht, wahrend in Fig. 54 die kritischen Linien 
fir vier singulare Punkte a,, a,, a,, a gezeichnet sind. Auf den 
kritischen Linien kénnen die Kettenbriiche divergieren, hingegen kon- 


vergieren sie in den singularen Punkten. 


Bei drei singu- 


© 
Norlund, Differenzenrechnung. 29 
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§ 5. Beispiele. 


240. Zunachst betrachten wir ein Beispiel fir die Auflosung von 
Differentialgleichungen 2. Ordnung durch Kettenbrtiche, und zwar wahlen 
wir die Gaufsche Differentialgleichung 


z(1—2z)y" + (y—(@@ +6 + 1)2)y¥— apy =0. 


Hier lauten die aus (60) und (61) hervorgehenden unendlichen 
Kettenbruche 


_ «f 
Bor (age ee eee 


y——(o-e pe 1) ze 
yt1l—(@+f+8)2+ 


(@ +2) (B+ 2) z(1—2) __ 
pe2=(e+p+5)24-22’ 


Fae ( 
2 («—1)(8—1)z0—2) 
a en at OG ) T y—38—(a@+B—5)z2+---" 


Die kritische Linie wird, da die singularen Punkte der GauBschen 
Differentialgleichung in 0, 1 und oo liegen und sdmtlich Punkte der 
Bestimmtheit sind, durch eine Senkrechte zur reellen Achse im 
Punkte z= § gebildet. Setzen wir 


Vig BATE Te lee rail Oa tyect = de, Bey ral 

Y, =F, B, 732), 

Vg Ey P.O Py ks 2), 

Y= (1 — 2)r-9-8 F(y — a, y— B, y—a@—B+1; 1-2), 


so erhalten wir auf Grund unserer allgemeinen Ergebnisse folgende 
Tafel der Werte von K, und K;,: 


1 Ve. V4 

Sstieg fb ue a 
i, , 

es, K,= &, K,=~4, 
i V3 . V4 
1 a+ f+ Yo 

= H(y) > ce) K= 2, K,=<5, 
) 9 Ve : 


) 
R(y) = *R (é sis a) : K, und K, divergieren. 


§ 5. Beispiele. 45] 


Auf eine nahere Untersuchung der Ausnahmefalle, daB a, y oder 
y — &@ — B ganze Zahlen sind oder einer oder mehrere der Parameter 
«, 6, y unendlich groB werden, wollen wir nicht eingehen. 


241, In seiner klassischen Abhandlung tiber die hypergeometrische 
Reihe hat GauB [1] das Verhaltnis zweier benachbarter Funktionen (series 
contiguae) in einen Kettenbruch entwickelt. Benachbart heif&en solche 
hypergeometrische Funktionen, aufgefaBt als Funktionen der Para- 
meter @, 8, y, bei denen sich zwei Parameter um 1 unterscheiden. 
GauB beniitzt das zu Anfang von § 4 beschriebene rein formale Ver- 
fahren, ohne sich auf Konvergenzuntersuchungen einzulassen; diese 
sind spater von Riemann, Thomé, van Vleck und anderen nach- 
getragen worden. 

Mit Hilfe der von uns entwickelten Mcthoden 1aBt sich das 
Problem leicht vollstandig erledigen. Dazu gehen wir aus von folgen- 
dem System von Differenzengleichungen: 


(«+ 2) (y—B+2) 
ue) TG 42a Gy Feet)? 


+a+1)(y—e@+e+1) 
u(x + 1) STG ates yt @ +1) —1@)=0; 


der Kettenbruch (57) liefert dann den GauBschen Kettenbruch 


ERCHL Dpiednat ce Us.) 1 0Y. 
F(a, B. 75 4) _ey— fz 
i | _Bt)e=@F): 
ve »_@tDG—F+D= 
Pa Sea (B+2)(y—a+2)2° 
Y pied Sains 


Zur Untersuchung der Konvergenz eliminieren wir aus dem 
System von Differenzengleichungen die Funktion v(x), wodurch fur 
u(x) eine Differenzengleichung zweiter Ordnung entsteht, deren cha- 
rakteristische Gleichung 


22+ 8(2— 2)¢+16=—0 


es g i 
Be ¢ Fyl—z/)’ 


und die beiden kanonischen Lésungen der Differenzengleichung fur 
u(x) verhalten sich asymptotisch wie 


heiBt. Ihre Wurzeln sind 


1 2 2s: eat 2 Bo ( A 4 
Vf eee —————— ee xe ) 
Citas ( ji ) und ¢,% ( Vi | 5 Saerss 
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Hieraus ergibt sich, da der Gaufsche Kettenbruch fir alle 
Werte von z konvergiert, auf er fiir reelles z > 1. Dann haben nam- 
lich die beiden Wurzeln denselben Absolutbetrag, und der Ketten- 
bruch divergiert. 


242. Die hypergeometrische Funktion liefert auch mancherlei Bei- 
spiele fiir die Anwendung der reziproken Differenzen und Ableitungen 
zur Entwicklung von Funktionen in Kettenbriche. Wir wollen in 
dieser Hinsicht nur einen lehrreichen Fall erwahnen. Ermittelt man 
die reziproken Ableitungen von F(a#,1,y; ) im Punkte «—1 und 
benutzt nachher die Formel (32), so gewinnt man den Kettenbruch 


ta: 
«(a-+1—y)(1—2) 
Sey pre Carts) 
Gadi RGEC EN Claassen Ee 
h 2-(8—7) 1—2) 
a+4—y eae ee 


Nach Formel (32) sollte man erwarten, daB dieser Kettenbruch 
nach F(,1,y;«) konvergiert. Vergleicht man ihn jedoch mit dem 
aus dem GauBschen Kettenbruch fur / = 0 entspringenden Kettenbruch 
fiir F(e,1,y;%), so sieht man, daB er in Wirklichkeit gleich 


y—1 
ist. Entwickelt man also eine Funktion mittels reziproker Differenzen 
in etnen Kettenbruch, so kann es vorkommen, daf der Kettenbruch zwar 
konvergiert, aber gegen eine andere als die beabsichtigte Funktion. Wie 


bekannt, besteht bei der Taylorschen Reihe eine entsprechende Mog- 
lichkeit. 


243. Zum SchluB wollen wir die Exponentialfunktion a* und die 
Funktion ¥(«%) vermége reziproker Differenzen in Kettenbriiche ent- 


wickeln. Fir die Exponentialfunktion lautet das Schema der reziproken 
Differenzen 


2 3 4 5 
Q Q Q Q Q 
oe 2-2 = a. 
B= B a at? Bees 9 q2-# dime 342-2 
aay) pal a— 1 ae a— | eet a—l 
1-2 at 12 a 
a Qa Rae 
Gen ig Sh G1 
x a® L ee a® 
a 2 Ge Ray 
Gaal Mite Teal eo 
«+ 1 Gee a — gtti : geen a—\ 
a Qq78-1 3472-1 
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und allgemein ist 


e'"(e¢—n,«—n+1,...,2 +n) =(— 1)" a" 


Cen ee = il, over Ame tyes iy et 
(a—1)a® 
Beniitzen wir nun die reziproken Differenzen auf einer schrag- 
absteigenden oder einer wagerechten Linie, so gewinnen wir die beiden 
Kettenbriiche 


Cie a (a—1) 
Me Ts Geai\(a=) 
ee rar es )) 
pin) OD (a—1) Te 
: p— P\(G= 
Fs beri pane 
und 
i «(a —1) 
as ea CET TCE) 
(x+1)(a—1) 
Ce 
(e-+2) (a—I) 
“FS @=8)@=1) 
PEDO : 


Zur Entscheidung tiber die Konvergenz des letzten Kettenbruchs 
ist es zweckmabig, die Differenzengleichungen fiir die Naherungsnenner, 
als Funktionen des Index aufgefaBt, zu betrachten, welche folgender- 
mafen heiBen: 


ING a a (2 + DN Peete aie gt etl Na 
N aiN5, (a n) (a 1) Iie ene 


ant+1 — 


Auf diesem Wege findet man, daB der Kettenbruch fir negativ reelles 
a divergiert, hingegen fiir alle anderen a und alle 2 konvergiert. Daf 
er wirklich nach a*® konvergiert, kann durch Grenzubergang von der 
hypergeometrischen Funktion aus gezeigt werden, da 


lim F(n, —2 f ;1) =a? 


n>o * Ta’ 
ist. 

Wenn es sich um die Exponentialfunktion im engeren Sinne e* 
handelt, konnen wir zur Entwicklung mit Vorteil von dem Thieleschen 
Kettenbruche (31) Gebrauch machen, weil sich die reziproken Ab- 
leitungen der Funktion e* 


72m ot — (— 1)"e%, y2ntl ¢&@ — (— 1)"(n + l)e-? 
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bequem bilden lassen. Auf diese Weise gewinnen wir den bestandig 
konvergenten Kettenbruch 


«x 


z 
é Her Te 


wahrend wir von der hypergeometrischen Funktion aus zu der weiteren 
Gleichung 


gelangen konnen. 


244, Die Funktion Y (x), welche eines der schonsten Beispiele ftir 
die Entwicklung einer Funktion mit Hilfe der Methode der reziproken 
Differenzen darstellt, hat die reziproken Differenzen 


eo" @—nti,c—n+2,...,2+n) =n a, 


0°" (e—n, e—n+1,...,¢-+n)= P(e) +2(14 ; | =e 


durch Verwendung der reziproken Differenzen auf einer Zickzacklinie 
im Differenzenschema finden wir daher die Gleichung 


y—1 
UE 
1 y—2 
eu eh 


welche fiir R(2a-+ y) > 1 richtig ist. Durch Grenziibergang 14Bt sich 


aus ibr fiir o eS der Kettenbruch 
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herleiten, und mit Hilfe der Beziehung 


g@)=¥ (5°) -¥ (5) 


bekommen wir z. B. die ebenfalls fiir o Se giltige Beziehung 


Damit beschlieBen wir die Reihe der Beispiele zu den Ausfih- 
rungen dieses Kapitels, wollen jedoch ausdrticklich anmerken, daB 
wir aus der Fille der moglichen Entwicklungen nur einige wenige 
besonders interessante herausgegriffen haben. 


Tafeln. 


In den folgenden Tafeln findet man eine Zusammenstellung nume- 
rischer Werte fiir einige. der im Buche vorkommenden Zahlen. Diese 
Werte sind von Herrn Dr. A. Walther samtlich vollstandig neu _be- 
rechnet und erst nachher mit den Angaben in der Literatur, soweit 
solche vorliegen, verglichen worden. 

Die Tafeln 1, 2, 3 und 4 enthalten die von Null verschiedenen 
unter den Bernoullischen Zahlen B,, den Eulerschen Zahlen &, und 
den mit ihnen zusammenhangenden Zahlen C, und D, (vgl. Kap. 2, 
§ 2) bis zu vy = 30 bzw. y = 20. Die Bernoullischen Zahlen B, bis zu 
vy = 10 stehen bei Jakob Bernoulli [1, 2], bis zu » = 30 bei Euler [ro], 
bis zu »= 62 bei Ohm -[2}; bis zu »= 124 bei J. C. Adams) [i54} 
und bis zu y = 184 bei Serebrennikoff [1, 2]. Die Eulerschen Zahlen £, 
bis zu »—16 sind verzeichnet bei Euler [1o, 25], bis zu » = 28 bei 
Scherk [1], bis zu »y = 54 bei Glaisher [4], bis zu »y = 100 bei Joffe [1, 2}, 
die Zahlen C, bis zu » = 29 bei Saalschiitz [1]. 

Tafel 5 gibt die Polynome B\”, von denen die ersten schon in 
Kap. 6, § 5 angefiihrt sind, bis zu y= 12, Tafel 6 die von Null ver- 
schiedenen unter den Polynomen D,”’, ebenfalls bis zu vy = 12. 

Die Tafeln 7 bis 14 sollen vornehmlich als Hilfstafeln zur mecha- 
nischen Quadratur dienen. In Tafel 7, 8, 11 und 12 sind die in 
Betracht kommenden Zahlen B,”, B°’~”, DS” und DS’~” bis zu 
y=12 bzw. 2y=—12 zu finden, wahrend man aus Tafel 9, 10, 13 
und 14 unmittelbar die Koeffizienten fiir die Formeln (72), (73), (85) und 
(84) in Kap. 8, § 7 auf 12 Dezimalen entnehmen kann. 
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Tafel 1. 
Bernoullische Zahlen B,. 


ee ea % 


— 23 749 401 


8 615 841 276 
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Tafel 2. Tafel 3. 
Eulersche Zahlen E,. » Bailey Cpr 


a sl Ye We ie 2 702 765 


— 199 360 981 


19 391 512 145 15 oe L003 757s TZ 
— 2 404 879 675 441 17 — 209 865 342 976 
20 370.371 188 237 525 | 19 29 088 885 112 832 
Tafel 4. 
Zahlen D,. 


Zahler von D, 


rm Roy Wes) eve IP eG pg 


=i ES) COE S47 IP 399 


20 OL 75 4082775357 | in cree 165 
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Tafel 6. 
Polynome D,”. 


Zahler von Dp Nenner von De 


n(5”-+ 2) 


— n(35n% + 42 n+ 16) 


n(175 n® + 420 n? + 404” + 144) 


— n (385 n+ + 1540 n° + 2684 n? + 2288 n + 768) 


n (175.175 n® + 1051 050 nt + 2 862 860 1? 
+ 4 252 248 n® + 3 327 584 m + I O61 376) 
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Tafel 9.*) Tafel 10. *) 
B®) De 
Zahlen Zahlen ioail 2 


B”) 


vy! 


Tafel 11. 
Zahlen Dae 4 


.— 18 940 


283 936 226 304 


1) In der Praxis wird man fiir y=2 und »y=38 meist bequemer mit den 


ie 5 3 1 1 
Briichen — und —— bzw. und — rechnen. 
12 8 12 24 
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Tafel 12. 


Lanlent). 0 


v 


Zahler von Diy Nenner von Dae! 


epg cMtent ene, Nee ie tare A we Perm eRe: a tar ot bY 


eae Nee ve). P| cl hone II 


58 621 671 


Tafel 13. +) Tafel 14. *) 
pe” pe&r-t) 
Zablen———_-._. Zahlen - —. 
(2r)1 22” (2 v)! (2»—1) 22” 


(2 v) 
D; v 


Qy ee Sa Pies 
(2x) na?” 


(2)! (2»—1) 2?” 


2 — 0,041 666 666 667 

4 0,002 951 388 889 

6 — 0,000 379 257 606 

— 0,003 158 783 8 0,000 059 978 075 
| ime) — 0,000 O10 567 252 

2) 0,000 oor 989 922 


4 é ts . Be al 1 ‘ 
1) In der Praxis sind fiir y=2 die Brtiche mr bzw. eal) vorzuziehen. 
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numerische Werte 25, 456, 458. 
Rekursionsformeln 25, 26. 
symbolische Schreibweise 25—26. 
Verschwinden der E. Z, mit unge- 
radem Index 25. 
Vorzeichen der E. Z. mit geradem 
Index 26. 

Zusammenhang mit den Bernoulli- 
schen Zahlen und den Zahlen C, 
und D, 28. 


Eulersche Zahlen héherer Ord- 


nung siche Formen E™) und C™. 


| Existenzbeweis fiir die Hauptlésun- 


gen im reellen Gebiet 47—52. 
fiir die Hauptlodsungen im kom- 
plexen Gebiet 68—71, 76—77. 

fiir die Lésung einer homogenen 
linearen Differenzengleichung 273 
bis 274, 278—281. 

fiir die Lésung einer homogenen 
linearen Differenzengleichung mit 
Fakultaétenreihen als Koeffizienten 
355—363. 

fiir die mehrfachen Summen 164 
bis 168. 


Exponentialfunktion. Besselsche 


Reihe 222. 


— Differenzen und Mittelwerte 6. 

— Gaufische Reihe 221. 

— Newtonsche Reihe 224, 232. 

— reziproke Differenzen und Ketten- 


briiche 452—454. 


Namen- und Sachverzeichnis. 


Exponentialfunktion.-Stirlingsche 
Reihe 221. 

— Summe 39, 73, 81—82. 

— Wechselsumme 73, 81—82. 


Faktorielle. 
binomischer 
SatzZelol-) 191: 

Definition 5. 

Differenzen 5. 

Summe 53—54. 

Zusammenhang mit den Bernoulli- 
schen Polynomen 147—148, 150. 
Fakultatenreihen. Ableitung 263. 
— Abschiitzung der Koeffizientensum- 
me 257, 361. 

absolute Konvergenz 257. 
Analogie mit der Newtonschen und 
Dirichletschen Reihe 257—258. 
analytische Fortsetzung 262—263, 
265—266. 

asymptotisches Verhalten 258—259. 
Bedeutung und Geschichtliches 255, 
259. 
Entwickelbarkeitsbedingungen 266 
bis 268. 

Entwicklung der Lésungen von 
Differenzengleichungen in F. 268 
bis 271, 319—820, 326-327. 


Ableitungen 148. 
und polynomischer 


— fiir die Funktion 261. 

— fiir die Funktion Pee 261. 
(a— a)" 

— fiir die Funktion a 243. 


x 
fiir die Funktion g(x) 197, 251, 254, 
261, 398. 

fiir die Funktion ¥ (x)—log a 244. 
fiir die Funktion © (4+ 4) — # (a) 
251, 261. 

fiir die Funktion #™) (x) 243. 


> gt 
fiir die Funktion N—V\/« 197. 
ab 


D@+eo+ 1) 


ax) eet} 


264 


fiir die Funktion 
bis 265, 271. 
1 
fiir die Funktion [ ¢7~4~? 6#7108% ai 
0 


266. 
fiir die unvollstandige Gammafunk- 


tion 392, 393, 394. 
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Fakuitaétenreihen fiir eine ratio- 
nale Funktion 264. 

gleichmafiige Konvergenz 258. 
Integraldarstellung 259—261, 262. 
Konvergenzabszisse 257. 
Konvergenzhalbebene 257. 
Majorantenreihe 361. 
Multiplikation 263—264. 
Summierbarkeit 263. 
Transformation 258, 262—266, 267, 
354. 

Zusammenhang mit divergenten Po- 
tenzreihen 255, 268. 

siehe auch homogene lineare Diffe- 
renzengleichung. 

Fejér 201, 240. 


Fonctions interpolaires_ siehe 
Steigungen. 
Ford 311. 
Formel von Raabe 115. 
| Formen Bw und Day. Definition 


129. 

erzeugende Funktionen 142—143. 
expliziter Ausdruck mittels der B, 
und D, 184. 

Homogenitatsrelation 134. 

mit lauter gleichen Spannen 145 
bis 151, 189. 

mit zwei zusammenfallenden Span- 
nen 145, 
Rekursionsformeln 129, 
145—146, 149—150. 
spezielle Werte 129. 
von negativer Ordnung 139—141. 
Zusammenhang untereinander 131. 


FormenE™ und C™, Definition 124. 


133—134, 


— erzeugende Funktionen 142—143. 
expliziter Ausdruck mittels der E, 
und C, 127. 

mit lauter gleichen Spannen 145 
bis 151, 189. 

mit zwei zusammenfallenden Span- 
nen 145, 188. 
Rekursionsformeln 124, 
bis 146, 149—150, 
spezielle Werte 124. 
von negativer Ordnung 139—141. 
Zusammenhang untereinander 126. 
Fouriersche Reihe fiir den Loga- 
rithmus der Gammafunktion 113 
bis 114. 

fiir die Bernoullischen Polynome 
65—66. 


128, 145 
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Fouriersche Reihe fiir die Funk- 
tion P(x) 107—108. 

— fiir die Funktion /7 (x) 92—93. 

— fiir die Funktion log 2sinawa 66, 
113. 

— fiir die Summe einer gegebenen 
Funktion 61—67, 79—80. 

Fréchet 13. 

Fritsche 298. 

Frobenius 200, 225. 

Fuchs 315, 334. 

Fujiwara 405. 

Fundamentalsystem. Allgemeine 

Lésung einer Differenzengleichung 

ausgedriickt durch ein F. 277—278. 

Definition 274. 

Determinantenkriterium 275—276. 

Differenzengleichungen mit vorge- 

schriebenem F. 368—369. 


289—291. 


F. 287—2885, 331—337, 343—344, 

313—375. 

Methoden zur~Erkennung eines F, 

275—276, 297, 329. 

Funk 298. 

Funktion g(x). Ableitungen104—105. 

Anwendung bei den Untersuchun- 

gen von Hilb 408. 

asymptotische Reihen 101, 106. 

asymptotisches Verhalten 101. 

Definition 99. 

Differenzengleichung 99. 

Ergénzungssatz 100. 

Fakultaétenreihe 197, 251, 254, 261, 

398. 

Integraldarstellungen 107, 109. 

Kettenbruch 455. 

Multiplikationstheoreme 103—104. 

Partialbruchentwicklung 100, 397. 

Residuen 100. 

Spannenintegral 104. 

trigonometrische Reihen 107—108. 

Werte g(1) und g(4) 100. 

Zusammenhang mit der Funktion 

BM (x) 104. 

Funktion g, (x) 192. 

Funktion y(a). Asymptotisches Ver- 
halten 116. 

— Definition 115. 

— Differenzengleichung 115. 

— Erganzungssatz 116. 


Gewinnung neuer Elemente eines F. | 


lineare Relationen zwischen zwei 


Namen- und Sachverzeichnis, 


Funktion y(#%) im Spannenintegral 

der Funktion g(a) 104. 

Integraldarstellungen 117. 

Multiplikationstheoreme 116. 

Produktdarstellung 117. 

Reihe nach Differenzen des Loga- 

rithmus 254. 

Residuen 117. 

Spannenintegral 118. 

trigonometrische Reihe 117—118. 

Wert y(1) 116. 

Zusammenhang mit der Funktion 

ge) LV. 

Zusammenhang mit der Gamma- 

funktion 116. 

Funktion $(x) 84—85, 88, 93—94, 
96, 100. 

Funktion I[(x) 89, 91—93, 96, 100. 

Funktion p(x), Funktion a(a) 
siehe periodische Funktionen. 

Funktion p,(#), Funktion zg, (a) 
168—169. 

Funktion m(v) bei der Newtonschen 
Reihe 228— 229. 

Funktion #(a), Ableitungen 104—105, 

248, 455. 

asymptotische Reihen 101, 106—107. 

asymptotisches Verhalten 101. 

Definition 99, 

Differenzengleichung 99. 

Erganzungssatz 101. 

Fakultaétenreihen 244, 251, 261. 

Fakultatenreihen fiir die Ablei- 

tungen 243. 

Fouriersche Reihe 107—108. 

Grenziibergang zum Logarithmus 

106, 283. 

Integraldarstellungen107, 108—109, 

261. 

Kettenbriiche 454—455. 

Multiplikationstheorem 103—104. 

Newtonsche Reihe 251. 

Partialbruchentwicklung 102—103. 

Reihe nach Differenzen des Loga- 

rithmus 243—244, 

Residuen 103. ; 

reziproke Differenzen 454. 

S(a— 4) B (x) V x 196. 

x 

See Az 197. 

De 

Satz von Hélder 283—284. 

Spannenintegral 104, 


Namen- und Sachverzeichnis. 


Funktion W(x). 
Reihen 107—108. 

— Wert #(1) 102. 

Werte (ml O4: 

— Zusammenhang mit der Funktion 
g(x) 104. 

— Zusammenhang mit der Gamma- 
funktion 99, 111—112. 

Bumiset ome (ya oe: 

Funktion w(v) bei der Stirlingschen 
Reihe 213—216. 

Funktionen. Benachbarte 451—452. 

— mit den Bernoullischen und Eu- 
lerschen Polynomen zusammenhin- 
gende F. 29—30, 34, 151—155. 

— sieheauch Entwickelbarkeit..., Ent- 
wicklung ..., erzeugende F., Ex- 
ponentialfunktion, Gammafunktion, 
hypergeometrische F., rationale F., 
unvollstindige Gammafuuktion. 


Trigonometrische 


Galbrun 2, 268, 840, 380. 

Gammafunktion. Ableitung siehe 
Funktion @ (x). 

— asymptotisches Verhalten 111. 

— Definition 109—110. 

— Differenzengleichung 6, 7, 109. 

— Erganzungssatz 110. 

— Eulersche Integrale 98, 265, 391. 

— Formel von Raabe 115. 

— Fouriersche Reihe 113—114. 

— Gaufisches Produkt 98, 110. 

— Geschichtliches 98. 

— Hermitesche Reihe 251. 

— Integraldarstellung 112. 

— Kummersche Reihe 1138. 

— Legendresche Relation 114. 

— logarithmische Ableitung 
Funktion ® (2). 

— Multiplikationstheorem 114. 

— Newtonsche Reihe fiir die reziproke 
G. 289—240. 

— Planasche Integraldarstellung 112. 

— Residuen 112. 

— Satz von Hélder 288—287. 

—- Schlémilchsches Produkt 112. 

— Spannenintegral 115. 

— Stirlingsche Formel 111. 

— Stirlingsche Reihe 110—111. 

— trigonometrische Reihen 113—114. 

— unyollstandige, siehe unvollstandige 
G. 

— Wechselsumme 406. 

== Wert 77 (4)) 110: 


siehe 
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Gamafunktion. Zusammenhang mit 
der Funktion y (x) 116. 

— Zusammenhang mit der Funktion 
P(x) 99, 111—112. 

Gammaquotient als Loésung einer 
Differenzengleichung 282— 283, 375 
bis 376. 

— asymptotisches Verhalten 111. 

— Differenzen 6. 

— Fakultitenreihe 264—265. 

— Grenziibergang in die Potenz 282 
bis 283, 355. 

—  siehe auch Eulersche 
Funktion y (2). 

Ganzwertige Funktionen 206 bis 
208. 

Gauf 2, 15, 98, 99, 108, 110, 114,°202, 
204, 219, 450, 451. 

GaufscheDifferentialgleichung 
bei der Aufl6sung einer Differenzen- 
gleichung 2. Ordnung 346—348. 

— Integration durch Kettenbriiche 450 
bis 451. 

— siehe auch hypergeometrische Funk- 
tionen. 

Gauffsche Integraldarstellung 
der Funktion # (aw) 108, 261. 

GauBsche Interpolationsfor- 
meln 15, 202. 

Gaufsche Reihen, 
vergenz 220. 

— Definition 204. 

— fiir die Funktion cosa 221. 

— ftir die Funktion #27 221. 

— hinreichende Konvergenzbedingun- 
gen 219—220. 
Gaufscher Kettenbruch 451—452. 
Gaufsches Multiplikationstheo- 
rem der Gammafunktion 114. 
Gaufsches Produkt fiir die Gamma- 
funktion 98, 110. 

Genocchi 14, 16. 

Glaisher 456. 

GleichmaffBige Konvergenz der 
Newtonschen Reihe 223. 

— der Stirlingschen Reihe 209—210. 

— einer Fakultitenreihe 253. 

— von Interpolationspolynomen 200 
bis 202. 

Godefroy 98. 

Goldbach 98. 

Guichard 388, 40, 59, 383. 

Guldberg 272. 


Integrale, 


Absolute Kon- 


540 


Hadamard 260, 414. 
Hamburger, Hans 405. 
Hardy 206. 
Hauptlésungen. Ableitungen54—56. 
— als Funktionen der Spanne 56, 58 bis 
61, 68, 71, 76, 77, 81, 82—87, 88—91. 

— analytische Fortsetzung 81, 82—91. 

— asymptotische Entwicklungen 56 bis 
61, 76, 94—97. 

— Charakterisierung durch Grenzbe- 
dingungen 43—44, 56, 78, 79, 408. 

— Definition 38, 40—44. 

— Entwicklung in Interpolationsreihen 
247—250. 

— Erganzungssatz 74—76, 81, 87, 91. 

— Existenzbeweis im reellen Gebiet 
47—52. 

— Existenzbeweis im komplexen Ge- 
biet 68—71, 76—77. 

— Grenzwerte bei hinschwindenden 
Spannen 45—46, 58—60, 96—97. 
— Integraldarstellungen 70—71, 72 bis 

73, 82, 86, 408. 

— Multiplikationstheoreme 44—45. 

— Potenzreihen in der Spanne 52, 55, 
56—57, 59—60, 76, 9497. 

— Problemstellung 37—38. 

— singulare Stellen 83, 86, 91, 94—97. 

— Spannenintegral 45. 

— Summnierbarkeit 79. 

— trigonometrische Reihen 61—67, 79 
bis 80. 

— Wachstum 78. 

— siehe auch mehrfache Summen, 
Summe, Summe héherer Ordnung, 
Wechselsumme, Wechselsumme hé- 
herer Ordnung. 

Hauptmatrixlésungen 381—884, 

Hermite 16, 34, 61, 200, 251. 

Hilb 406, 407, 409, 410, 413, 414. 

Hilbert 239. 

“Hohere Bernoullische, Euler- 
sche Polynome siehe Bernoulli- 
sche, Eulersche Polynome héherer 
Ordnung. 

Hoéhere Bernoullische, 


sche Zahlen siehe Formen B™ 

v 
und D, » Formen £™ und c™, 
Zahlen Bw. 


Hoéhere Summen siehe mehrfache 
Summen, Summe héherer Ordnung, 
Wechselsumme héherer Ordnung. 


Euler- | 
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Hélder 283. 

Homogene lineare Differenzen- 
gleichungen. Adjungierte Diffe- 
renzengleichung 289, 390. 

— Anwendung der komplexen Integra- 
tion 297—298. 

— Auflésung mittels divergenter Po- 
tenzreihen 268, 380. 

— Auflésung mittels Kettenbriichen 
438—445, 451—455. 

— Beispiele 277, 282—283, 291, 298, 
294—295. 

— Definition 272. 

— Differenzendeterminante 275—277. 

— erster Ordnung 293—294. 

— Existenz der Lisungen 273—274, 
278— 281. 

— Fundamentalsystem 274—278. 

— Geschichtliches 272. 


— Grenziibergang in eine Differential- 


gleichung 282—283. 

— lineare Relationen zwischen zwei 
Fundamentalsystemen 287— 288, 331 
bis 837, 343—344, 873 —375. 

— mehrfache Lésungen 291—293, 297. 


'— mit konstanten Koeffizienten 295 


bis 300, 442. 


_ — Multiplikatoren 288—289, 337, 389. 


— Partikularlosungen 274. 


| — Reduktion der Ordnung 289—291. 
— singulare Punkte 273. 


— singulaire Punkte der Lésungen 278, 
281— 282. 


| — zweiter Ordnung 294—295, 488—445. 


— siehe auch Differenzengleichung, 
Satz von Poincaré. 

Homogene lineare Differenzen- 
gleichungen mit Fakultaten- 
reihen als Koeffizienten. Ana- 
lytische Fortsetzung der Lésungen 
366—367. 

— asymptotisches Verhalten der L6- 
sungen 365—366, 367, 375. 


— Beispiele 373—378. 


— Charakterisierung dieser Klasse von 
D. 368—369. 

— determinierende Gleichung 356 bis 
857, 358. 

— Existenz der Lésungen 355—368. 

— kanonische Lésungen 363 —365, 371 
bis 378. 

— lineare Relationen zwischen den 
kanonischen Lésungen 373—875. 


Namen- und Sachverzeichnis. 


Homogene lineare Differenzen- 
gleichungen mit Fakultadten- 
reihen als Koeffizienten. Ma- 
jorantendifferenzengleichung 360 
bis 363. 

mit im Unendlichen regularen Koef- 
fizienten 370—875. 

Normalformen 354—355. 

singulare Punkte der Lésungen 367, 
370. 

Homogene lineare Differenzen- 
gleichungen mit rationalen 
Koeffizienten. Analytische Fort- 
setzung der Lésungen 321—3823, 330. 
asymptotisches Verhalten der L6- 
sungen 320, 327—329, 330—331, 
337— 339, 441. 

Ausnahmefalle 320—321, 330, 339 
bis 342, 345. 

Beispiele 8483—348. 
charakteristische Gleichung 324. 


titenreihen 268—271. 


— kanonische Lésungen als Fakul- 
tatenreihen 268—271, 319—820, 
326—827. 


kanonische Lésungen als Partial- 

bruchreihen 321—323, 330. 

kanonische Lésungen als Schleifen- 

integrale 818—319, 326, 344—345, 

348—352, 

Laplacesche Transformation 

316—317, 323. 

lineare Relationen zwischen den 

kanonischen Loésungen 331—3837, 

343—344, 

mit linearen Koeffizienten 343—346. 

singulare Punkte der Losungen 315, 

316. 

Untersuchungen von Galbrun 340 

bis 342. 

verschiedene 

315—316. 

Zuriickfiihrung auf einfachere D.348 

bis 352. 

Homogenitatsrelationen der Ber- 
noullischen Polynome hoherer Ord- 
nung 134, 174. 

— der Eulerschen Polynome hoéherer 
Ordnung 122, 174. 

— der Formen Bee und De) 134. 


Horn 268, 309, 380. 
Hurwitz, Adolf 39, 59. 


315, 


Schreibweisen 314, 


Entwicklung der Lésungen in Fakul- | 


541 


Hyperbolische Funktionen, Sum- 
me und Wechselsumme 82. 

Hy pergeometrischeFunktionen. 

Auftreten bei speziellen Differenzen- 

gleichungen 346—348, 352, 376 bis 

378. 

Entwicklung in Kettenbriiche 450 

bis 452. 

Grenzfalle 453, 454. 

Riemannsches Problem 384—386. 

siehe auch Gaufische Differential- 

gleichung. 


Inhomogen siehe vollstindig. 
Inkongruent 273. 
Integraldarstellung der Bernoul- 
lischen Polynome und Zahlen 75. 
der Differenzen 14, 199. 
der Eulerschen Polynome und Zahlen 
75. 
der Funktion aE. 261. 

L—a 
der Funktion log y(x) 117. 
der Funktionen (x) und g(x) 107, 
108—109, 261. 
der Gammafunktion (Eulersche Inte- 
grale) 98, 265, 391. 
der Hauptlésungen 70—71, 72—73, 
82, 86, 408. 
der Lésungen einer Differenzen- 
gleichung mit konstanten Koeffi- 
zienten 297—298, 400—406. 
der Losungen einer Differenzen- 
gleichung mit rationalen Koeffizien- 
ten 318—319, 326. 
der Newtonschen Reihe 227. 
der reziproken Ableitungen 436 bis 
437. 
der reziproken Differenzen 435—436. 
der Steigungen 16, 199, 436. 
der Summe 70—71, 72—73, 82. 
der unvollstandigen Gammatunktion 
391— 392, 398. 
der Wechselsumme 70, 72—73, 82, 
86, 408. 
der Wechselsumme der 
funktion 406. 
des Logarithmus 108. 
des Logarithmus der Gammafunk- 
tion 112. 
einer Fakultitenreihe 259—261, 262 
Integrallogarithmus 392. 
Integralsinus und -kosinus. De- 

finition 107. 


Gamma- 
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Integralsinus und -kosinus. Rei- 
henentwicklungen 113. 

— spezielle Werte 246. 

Integration von Differential- 
gleichungen durch Kettenbriiche 
445—451. 

Interpolation bei regelmafig ver- 
teilten Interpolationsstellen 200—202. 

— durch gebrochene rationale Funk- 
tionen 422—423. 

— durch Kettenbriiche 416—420. 

— durch Polynome 10—12. 

— Praxis der I. 2:3—206. 

InterpolationsformelnvonBessel, 


Cauchy, Gauf, Lagrange, Newton, | 


Stirling, Thiele siehe Besselsche, 
Cauchysche, Gaufische, Lagrange- 
sche, Newtonsche, 
Thielesche I. 
Interpolationsreihen. Anwendung 


bei den ganzwertigen Funktionen | 


206—208. 

— Anwendung beim Summationspro- 
blem 247—250. 

— Geschichtliches 206. ° 

— Problemstellung 203 —206. 

—  siehe auch Besselsche, Gaufsche, 
Newtonsche, Stirlingsche Reihe. 
Invarianten bei reziproken Ablei- 

tungen 431—432. 
— bei reziproken Differenzen 424—425. 


Jacobi 30. 

Jensen 16, 202, 223, 256. 
Joffe 456. 

Jordan, Camille 348. 


IKanonische Lésungen bei Dif- 

ferenzengleichungen mit Fa- 

kultaétenreihen als Koeffi- 

zienten als Fundamentalsystem 

366. 

analytische Fortsetzung 366—367. 

asymptotisches Verhalten 365—366, 

367. 

Definition 863—865. 

lineare Relationen zwischen den 

k. L. 873—375. 

singulare Punkte 367. 

zweites System von k. L. 371—373. 

Kanonische Liésungen bei Dif- 
ferenzengleichungen mit ra- 
tionalenK oeffizientenals Fun- 
damentalsystem 329. 


Stirlingsche, / 


| 


| 
| 
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Kanonische Lésungen bei Diffe- 
renzengleichungen mit ratio- 
nalen Koeffizienten, Analyti- 
sche Fortsetzung 321—823, 330. 
asymptotisches Verhalten 320, 327 
bis 328, 330—331, 337—38839, 441. 
Definition 819, 326. 
Fakultatenreihen 268—271, 319 bis 
320, 326—827. 

Integraldarstellung 318—319, 326. 
lineare Relationen zwischen den 
k. L. 331-3387, 343 —344. 
Partialbruchreihen >21—323, 330. 
singulare Punkte 321—323, 330. 
verschiedene Reihenentwicklungen 
329—330. 


(Wetton bien: Anwendung zur Auf- 


lésung von Differenzen- und Diffe- 
rentialgleichungen 438—455. 
Entwicklung von Funktionen in K, 
438, 450—455. 
fiir die Exponentialfunktion 452—454. 
fiir die Funktionen & (x) und g(x) 
454— 455. 
fiir die hypergeometrische Funktion 
450—452. 
fiir die reziproke Funktion 424, 431. 
fiir die unvollstandige Gammafunk- 
tion 443. 
fiir die Wurzeln einer quadratischen 
Gleichung 442. 
GaufBscher 451—452. 
mit gegebenen Naherungsbriichen 
439—440. 
siehe auch Thielesche Interpolations- 
formel, Thielescher K. 
v. Koch, Helge 410. 
Kongruent 273. 
Konvergenzabszisse und -halb- 

ebene einer Fakultatenreihe 257. 
-—— einer Newtonschen Reihe 223, 225 

bis 227. 

1 


| — eines Integrals fet-ty pat 260 


pis 261: 


Konvergenzkriterien fiir Ketten- 
briiche 438, 443—445. 

Krampsche Transzendente 392. 

Kreuser 3813. 

Kritische Kurven 442, 449, 450. 

Kummer 113. 

Kummmersche Reihe 113 
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Lacroix 26. , 

Lagrange 12, 272, 388. 

Lagrangesche Interpolations- 
formel 12—13, 484—436. 


| Mechanische 


Lagrangesche Methode 3888 bis | 


390, 396, 412. 


Laguerresche Polynome 239, 393. | 
| Mehrfache Lésungen 291—293. 


Landau 202, 206, 223, 256, 258. 

Paplacer 2no4a coe aa olos 

Laplacesche Transformation 
815, 316—317, 823, 340. 

Bescendre 938,99) 107, 109; 114: 

Legendresche Integraldarstel- 
lung der Funktion g(a) 109. 

Legendresche Relation bei der 
Gammafunktion 114. 

Lerch 260, 344. 

Limesrelationen 
tisches Verhalten. 

Eindelote Ernst 30,34, 388, 284. 

Lindhagen 3893. 

Lineare Differenzengleichung 
iy PaTbeke 

— siehe auch homogene 1. D., voll- 
standige 1. D. 

Lineare Gleichungen mit unend- 
lich vielen Unbekannten 406—407, 
410—411. 

Lineare Relationen zwischen zwei 
Fundamentalsystemen 287 —288, 331 
bis 337, 348—344, 373—375 


siehe asympto- 


— zwischen den Birkhoffschen Haupt- | 


matrixlésungen 383—3884. 
Linear unabhingige Lésungen 
siehe Fundamentalsystem. 
Liouville-Riemannscher 
tungsbegriff 196. 


Ablei- 


Maclaurin 20. 

Maclaurinsche Summenformel 
siehe Euler-Maclaurinsche S. 

Majorantendifferenzenglei- 
chung 3860—363. 

Majorantenfunktion bei der New- 
tonschen Reihe 227—228. 

— bei der Stirlingschen Reihe 210, 
214—215. 

Majorantenreihe einer Fakultiten- 
reihe 361. 

Malmsten 380, 38. 

Matrixlésungen 880—384. 

Mechanische Quadratur. 
spiele 244, 246. 


Bei- 


| Mehrfache Summen. 
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Quadratur. Hilfs- 
tafeln 456, 461—463. 

— mittels der Newtonschen Reihe 242 
bis 243. 

— mittels der Stirlingschen und Bessel- 
schen Reihe 245. 

— Problemstellung 240—241. 


Ableitungen 

177—179. 

asymptotische Entwicklungen 166, 

167—168, 169—177. 

Ergiinzungssatz 176. 

Existenzbeweis 164—168. 

Grenzwertdarstellungen 171—173. 

Grenzwerte bei hinschwindenden 

spannen 1/75, 177, 183. 

invers zu héheren Differenzen und 

Mittelwerten 167, 168, 169, 184. 

konvergente Reihen 173—174. 

mit lauter gleichen Spannen 189 bis 

G2 

mit zwei zusammenfallenden Span- 

nen 188—189. 

Multiplikationstheoreme 179—182. 

partielle Summation 193—197. 

Potenzreihen in den Spannen 174 

Disa lait 

Problemstellung 119—120, 163. 

Spannenintegrale 182—183. 

siehe auch Summe hodherer Ord- 

nung, Wechselsumme héherer Ord- 

nung. 

Mellin 3938, 403, 405. 

Mellinsche Umkehrformel 405. 

Methode von Birkhoff 379—384. 

Methode von Lagrange 388—390, 
396, 412. 

Methode der rekurrenten Reihen 
299. 

Mittelwerte ausgedriickt durch Ab- 

leitungen 142, 

Definition 3. 

der Eulerschen Polynome hodherer 

Ordnung 120. 

— der Exponentialfunktion 6, 

der Potenzen 138—139. 

explizite Ausdriicke 4. 

Rechenregeln 5, 6—7. 

Montessus de Ballore 444, 

Moore 234. 

Multiplikationssatz von Hadamard 
414, 
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Multiplikationstheorem der Ber- 

noullischen Polynome 21. 

der Bernoullischen Polynome h6- 

herer Ordaung 135—136. 

der Eulerschen Polynome 24. 

der Eulerschen Polynome hoherer 

Ordnung 123, 135. 

der Funktion y (a) 116. 

der Funktionen # (%) und g(a) 108 

bis 104. 

der Gammafunktion 114. 

der Hauptlésungen 44—45. 

der mehrfachen Summen 179—182. 

MultiplikationvonFakultatenreihen 
263 —264. 

Multiplikatoren 288 — 289, 337, 389. 


Naherungspolynom siehe Newton- 
sche Interpolationsformel. 

Naherungszahler und -nenner 
bei der Thieleschen Interpolations- 
formel 417—420. 

— beim Thieleschen Kettenbruch 432 
bis 433. 

— Differenzengleichungen fiir die N. 
438, 453. 

Newton 2, 11, 198, 205, 222, 256. 

Newtonsche Interpolationsfor- 

mel als Analogon zur Thieleschen 

Interpolationsformel 416, 418. 

Anwendungen bei Bernoullischen 

Polynomen 149—150, 250. 

Anwendung komplexer Integration 

198—200. 

besondere Falle 200. 

fiir iquidistante Interpolationsstellen 

15, 199. 

Grenziibergang 

Formel 14, 429. 

Herleitung 10—11. 

Restglied 11—16, 198—200, 433, 434. 

Newtonsche Reihe, Absolute Kon- 

vergenz 223 —224. 

Analogie mit der Fakultiiten- und 

Dirichletschen Reihe 257—258. 

analytische Fortsetzung 233—237. 

Anwendung beim Summationspro- 

blem 247—249. 

Anwendung zur numerischen Dif- 

ferentiation und Integration 241 

bis 243. 

bei einer nicht normalen Differen- 

zengleichung 340. 

Beispiele 237— 240. 


zur Taylorschen 


Namen- und Sachverzeichnis. 


Newtonsche Reihe. Definition 205. 
fiir die Funktion (1-+0)*—? 224. 
fiir die Funktion ¢” 232. 

fiir die Funktion # (x) 251. 


at 237—238. 
x — o 


fiir die Funktion 


een 
(x) 


1 
fiir die Funktion | teat ears 
0 


fiir die Funktion 239—240. 


238—239. 

fiir die unvollstindige Gammafunk- 
tion 393. 

gleichmaffige Konvergenz 223. 
hinreichende Konvergenzbedingun- 
gen 279—233. 

Integraldarstellung 227. 
Konvergenzabszisse 223, 225—227. 
Konvergenzhalbebene 223—224. 
notwendige Konvergenzbedingun- 
gen 227—228. 

Nullentwicklungen 224—225. 
reduzierte N. R. 225—226. 
Restglied 229—231. 
Transformation 227, 235—237. 
Nicoles 199) 


| Nicolesche Identitat 199, 237. 


Nielsen, Niels 223, 256. 

Normale Differenzengleichung 
814 - 315, 324. 

Normalformen einer Differenzen- 
gleichung 354—355. 

Nullentwicklungen 224— 2925. 

Numerische Differentiation und 

Integration. Beispiele 243—244, 

246. 

Hilfstafeln 456, 459, 461—468. 

mittels der Newtonschen Reihe 241 

bis 243. 

mittels der Stirlingschen und Bes- 

selschen Reihe 244—246,. 

Problemstellung Y40—241. 

Numerische Werte der Bernoul- 

lischen Zahlen 18, 456, 457. 

der Eulerschen Konstante 102. 

der Eulerschen Zahlen 24, 456, 458. 


der Zahlen BM 151, 461. 


der Zahlen C, und D, 27, 456, 458. 
gewisser Zahlen 456—463. 


Oettinger 26. 
Ohm 456. 
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Ordnung einer Differenz 38. 

— einer Differenzengleichung 7. 

— einer Potenzreihe auf dem Kon- 
vergenzkreise 260. 

— einer reziproken Differenz 415. 

— einer Steigung 8. 

— eines Mittelwertes 3. 

— Reduktion der O. bei einer Diffe- 
renzengleichung 239—291. 

Orthosymmetrische Determi- 
nanten 422, 427. 

Ostrowski 284. 


Partialbruchreihen 321—323, 330. 
Partielle Summation 193—197. 
Partikularlésung 274. 
Bascale4? 1. 

Peano 200. 

Periodische Funktionen bei den 
linearen Relationen zwischen den 
kanonischen Lésungen 331—337, 
348—344, 373—375. 

— bei der Birkhoffschen Methode 381 
bis 384. 

— bei der Lésung einer homogenen 
linearen Differenzengleichung 273 
bis 274, 277—278, 287—288. 

— beim Summationsproblem (z (w) und 
p (x)) 37—88, 40, 56, 783—79. 

— im expliziten Ausdruck der Determi- 
nante eines Fundamentalsystems 
277, 3383—834. 

— mit den Bernoullischen und Euler- 
schen Polynomen zusammenhiangen- 
de p. F. 29—30, 34, 65—66. 

— (x) 84—85, 88, 93—94, 100. 

— II (x) 89, 91—93, 100. 

Perron 2, 240, 301, 306, 307, 308, 
309, 312, 444, 448. 

Phragmén 260. 

Picard 61. 

Pincherle 2, 202, 206, 223, 225, 227, 
256, 260, 276, 306, 403. 

Plana 38, 112. 

Planasche Integraldarstellung 
112. 

Pochhammer 348. 

Poincaré, 60, 175, 256, 268, 272, 300, 
301, 312, 340. 

Poincarésche Differenzenglei- 
chung 3801, 443. 

Poincaréscher Satz siehe Satz von 
Poincaré. 

Poisson 80, 99, 107. 


Norlund, Differenzenrechnung. 
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Pélya 206. 

Polynome. Bo und p® 146, 459 bis 
460. 

— Differenzen 5, 15. 

— Steigungen 9, 12. 

— Summe 17, 18, 53. 

— siehe auch Bernoullische P., Euler- 
Schemtz. 

Polynomischer Satz der Faktoriel- 
Tenis Toi 

Potenzen. Differenzen 5, 138—141. 

— Mittelwerte 138—141. 

— Steigungen 9. 

— Summe siehe Bernoullische Poly- 
nome, Wechselsumme siehe Euler- 
sche Polynome. 

Pringsheim 444. 

Produktdarstellung der Funktion 
(Ga) i 

— der Gammafunktion (Gauf) 110, 
(Schlémilch-WeierstraB) 112. 

Prym 391. 

Pseudokonvergenz der asympto- 
tischen Entwicklungen fiir die 
Hauptlésungen 60—61. 


Quadratische Gleichung. Ent- 
wicklung der Wurzeln in Ketten- 
briiche 442. 


Raabe 115. 

RationaleFunktionen. Fakultaten- 
reihen 264, 

— Summe und Wechselsumme 105. 

— siehe auch homogene lineare Diffe- 
renzengleichungen mit rationalen 
Koeffizienten. 

Reduzierte Reihe 225—226. 

Regelmafig verteilte Punkte 
201. 

Reihe siehe Besselsche R., Fakulta- 
tenreihen, Gaufische R., Interpola- 
tionsreihen, NewtonscheR., Stirling- 
sche R. 


Reihenentwicklung fiir log ce) 
th 


244, 
— fiir log 2sinaz 66, 118. 


salar et 147, 244, 


t 


ro (). 
(1+ #) log (1+#) 
Rekurrente Reihen. Geschicht- 
liches 272. 
35 
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Rekurrente Reihen. Methode der 


r. R. zur Auflésung numerischer 
Gleichungen 299. 


Rekursionsformeln alsDifferenzen- 


gleichungen 298—299. 

fiir die Bernoullischen Polynome 
19, 20—21. 

fiir die Bernoullischen Polynome 
hdherer Ordnung 132—133, 140 bis 
141, 145—146, 148—150. 

fiir die Bernoullischen Zahlen 18, 20. 
fiir die Eulerschen Polynome 24, 26. 
fiir die Eulerschen Polynome hoéhe- 
rer Ordnung 121—122, 126—127, 
140—141, 145—146, 148—150. 


- fiir die Eulerschen Zahlen 25, 26. 


fiir die Formen Be und De 129, 
138-134, 145-146, 149—150. 

fiir die Formen Gg) und EY 124, 
128, 145—146, 149—150. 

fiir die Zahlen C, und D, 27. 

fiir reziproke Ableitungen 426, 428 
bis 429. 

fiir reziproke Differenzen 416, 420 
bis 421. ; 


Relationen siehe lineare Relationen. 
Residuen der Funktion g(a) 100. 


der Funktion y (x) 117. 

der Funktion Y (x) 105. 

der Gammafunktion 112. 

der unvollstandigen Gammafunktion 
393. 


Restglied der asymptotischen Ent- 


wicklungen der Hauptlésungen 60 
bis 61. 

der asymptotischen Entwicklungen 
der mehrfachen Summen 175—176. 
der Besselschen Interpolationsfor- 
mel 203. 

der Booleschen Summenformel 34 
bis 35. 

der erzeugenden Funktion der Ber- 
noullischen Polynome 31. 

der erzeugenden Funktion der 
Eulerschen Polynome 35. 

der erzeugenden Funktionen der 
Bernoullischen und Eulerschen Poly- 
nome hdherer Ordnung 161—162. 
der Euler-Maclaurinschen Summen- 
formel 30. 

der Fakultaitenreihen 259. 

der Gaufsschen Interpolationsformel 
202. 
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Restglied der Lagrangeschen Inter- 
polationsformel 13, 

— der Newtonschen Interpolationsfor- 
mel 11—16, 198—200, 438, 434. 
— der Newtonschen Reihe 229—231. 
— der Stirlingschen Interpolations- 

formel 202. 

— der Stirlingschen Reihe 216—218. 

— der Taylorschen Formel 14, 435, 438. 

— der Thieleschen Interpolationsfor- 
mel 418, 483—485. 

— der verallgemeinerten Booleschen 
Summenformel 157—159. 

— der verallgemeinerten Euler -Mac- 
laurinschen Summenformel 160 bis 
161. 

— des Thieleschen Kettenbruchs 435, 
437— 438. 

ReziprokeAbleitungen. Definition 
426, 

—. Determinantendarstellungen 427, 
430. 

— Eigenschaften und Rechenregeln 
480 —432. 

—.eines Quotienten zweier Potenz- 
reihen 430. 

— fiir die Exponentialfunktion 353. 

— Integraldarstellungen 436—487. 

— rekursorische Berechnung 427— 429. 

— Zusammenhang mit den gewdhn- 
lichen Ableitungen 426—429, 

Reziproke Differenzen. Anwen- 
dung zur Entwicklung in Ketten- 
briiche 438, 452—455. 

— Definition 415—416. 

— Determinantendarstellungen 418 bis 
419, 422. 

— Eigenschaften und Rechenregeln 
421—425. 

— einer rationalen Funktion 418. 

— fiir die Exponentialfunktion 452 bis 
453. 

— fiir die Funktion @(x) 454. 

— Integraldarstellungen 435—436. 

— rekursorische Berechnung 420—421. 

— Schema 416. 

— Zusammenhang mit den Steigungen 
420 —422. : 

Riemann 196, 384, 385, 408, 404, 451. 

Riemann-Liouvillescher Ablei- 
tungsbegriff 196. 

Riemannsches Problem 3879, 384 
bis 386, 

Runge 200, 206. 
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Saalschiitz 456. 

Satz von Hélder 283—287. 

Satz von Poincaré. Anwendung 
bei der Auflésung von Differenzen- 
gleichungen durch Kettenbriiche | 
443, 

— Anwendung zu Konvergenzuntersu- 
chungen 3809—311. | 

— Anwendung zur Lésung numeri- 
scher Gleichungen 299. 

— Ausnahmefalle 306—808. 

— bei Differenzengleichungen mit kon- 
stanten Koeffizienten 298—300. 

— einfachste Fassung 301—305. 

— Fassung von Perron 309. 

— Geschichtliches 272. 

— Problemstellung 300—801. 

— scharfere Fassung 305—306. 

— Untersuchungen von Ford 311—312. | 

— Verallgemeinerungen 312—313. 

Satz von Schiirer 407. 

Satz von v. Staudt-Clausen 382 
bis 34, 

Schema der reziproken Differenzen 
416. 

— der reziproken Differenzen fiir die 
Exponentialfunktion 452. 

— der Steigungen 8. 

Schendel 30, 34. 

Scherk 456. 


| Spannenintegral der Bernoul lischen 


Polynome héherer Ordnung 1381, 136 
bis 137. 

der Eulerschen Polynome héherer 
Ordnung 137. 

der Funktionen & (x) und g (x) 104. 
der Funktion log y(x) 118. 

der Hauptlésungen 45. 

der mehrfachen Summen 182—183. 
des Logarithmus der Gammafunk- 
tion 15v. 


We SERBLDIGKE BA 
v. Staudt-Clausenscher Satz 32 


bis 34. 


Steigungen. Definition 8, 415—416. 
— Determinantendarstellungen 9—10. 


einer Potenz 9. 

eines Polynoms 9, 12. 

Grenzwerte 9—10, 13. 
Integraldarstellungen 16, 199, 436. 
mit wiederholtem Argument 9—10. 
reziproke Differenzen 425. 
Schema 8. 

Symmetrie 8—9. 


von ss 9. 
% 


Zusammenhang mit den Ableitungen 
13—14, 16. 
Zusammenhang mit den reziproken 


Differenzen 420—422. 


Schlémilch 112, 256. 
Schlémilchsches Produkt 112. 
Schitirer 407. 


Stern 251. 
Stieltjes 13, 14, 34, 200. 
Stirling, 215,99) WO 4s, 197, 


Schwarz 14, 481. 

Schwarzsche Ableitung 481. 

Sekantenkoeffizienten siehe 
Eulersche Zahlen. 

Semikonvergenz siehe Pseudokon- 
vergenz. 

Serebrennikoff 456. 

Series contiguae 451—452. 

SingularePunkte derHauptlésungen 
83, 86, 91, 94—97. 

— der kanonischen Loésungen von 
Differenzengleichungen 321—323, 
330, 367. 

— der Lésungen von Differenzenglei- 
chungen 281—282. 

— einer Differenzengleichung 273. 

Singulare Richtungen 339, 344 bis 
345, 375, 384. 

Singulare Vektoren 83, 86, 91. 

Sonin 80, 111. 


Spanne 4, 


203, 204, 208, 256, 260. 


Stirlingsche Formel 111. 
Stirlingsche Interpolationsfor- 


mel 15, 203. 


Stirlingsche Reihe (Gammafunk- 


tion) 110—111. 


Stirlingsche Reihe (Interpolations- 


reihe). Absolute Konvergenz 219. 
als ganze Funktion 208—210. 
Anwendung beim Summationspro- 
blem 249—250. 

Anwendung zur numerischen Diffe- 
rentiation und Integration 244— 246. 
Definition 204. 

sin 7x 


211. 


fiir die Funktion 


7 


fiir die Funktion cosa 221. 
fiir die Funktionen #2” ¢—?* 221. 
fiir eine gerade oder ungerade 
Funktion 220—221. 

opr 
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Stirlingsche Reihe. Hinreichende 
Konvergenzbedingungen 215—219. 

— Konvergenz 208—210. 

— notwendige Konvergenzbedingun- 
gen 210—215. 

— Restglied 216—218. 

— Transformation 209, 210—211. 

Sukzessive Funktionswerte aus- 
gedriickt durch Differenzen und Mit- 
telwerte 4. 

Summation einer gegebenen 
Funktion siehe Summe, 

Summation nach links 87, 91; 
nach rechts und links 88, 91. 

Summe. Ableitungen 54—56. 

— alsFunktion der Spanne 56, 58—61, 
68, 71, 76, 77, 81, 82—83, 88—91. 

— analytische Fortsetzung 81, 82—83, 
88—91. 

— asymptotische Entwicklungen 56 bis 
61, 76, 94—97. 

— Charakterisierung durch Grenzbe- 
dingungen 48—44, 56, 78, 79. 

— Definition 38> 42—43. 

— der Exponentialfunktion 39, 73, 81 
bis 82. 

— der Faktoriellen 53—54, 


— der Funktion i siehe Funktion & (x). 
a 


— der hyperbolischen Funktionen 82, 

— der Potenzen siehe Bernoullische 
Polynome. 

— der trigonometrischen Funktionen 
73. 

— des Logarithmus siehe Gammafunk- 
tion. 

— einer ganzen Funktion 74—76, 81. 

— einer in einer Halbebene reguliren 
Funktion 71—73. 

— einer rationalen Funktion 105. 

— einer Summe 185—186. 

— einer Wechselsumme 47, 187. 

— eines Polynoms 17—18, 53. 

— eines Produkts 195. 

— Entwicklung in Interpolationsreihen 
247—250. 

— Ergianzungssatz 74—76, 81, 91. 

— Existenzbeweis im reellen Gebiet 
47—52. 

— Existenzbeweis im komplexen Ge- 
biet 68—71, 76—77. 
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Summe. Fouriersche Reihe 61—67, 
79—80. 

— Geschichtliches 88—40. 

— Grenzwert bei hinschwindender 
Spanne 45—46, 58—60, 97. 

— Integraldarstellungen 70—71, 72—73, 
82. 

— invers zur Differenz 17, 38, 43, 46. 

— Multiplikationstheorem 44—45. 

— Potenzreihen in der Spanne 52, 55, 
56—57, 59—60, 76, 94—97. 

— Problemstellung 37—38. 

— singulire Stellen 83, 91, 94—97. 

— Spannenintegral 45. 

— Summierbarkeit 79. 

— trigonometrische Reihen 61—67, 79 
bis 80. 

— Verfahren von Appell-Hurwitz 39. 

— Verfahren von Carmichael 40, 383. 

— Verfahren von Guichard 38—39, 40. 

— Wachstum 78. 

— Zusammenhang mit der Wechsel- 
summe 45, 

— siehe auch Hauptlésungen, Wechsel- 
summe. 

Summe hGéherer Ordnung. Ablei- 
tungen 177—179. 

— asymptotische Entwicklungen 167 
bis 168, 169—177. 

— einer Summe 185—186. 

— einer Wechselsumme 187. 

— Ergianzungssatz 176. 

— Existenzbeweis 167—168. 

— Grenzwertdarstellungen 171—173. 

— Grenzwerte bei hinschwindenden 
Spannen 175, 183. 

— invers zu héheren Differenzen 168, 
169, 184. 

— konvergente Reihen 173—174. 

— mit lauter gleichen Spannen 189 
bis 192. 

— mit zwei zusammenfallenden Span- 
nen 188—189. 

— Multiplikationstheorem 179—182. 

— partielle Summation 193—197. 

— Potenzreihen in den Spannen 174 
bis 177. 

— Problemstellung 119—120, 163. 

— Spannenintegral 182—183. 

— Zusammenhang mit der Wechsel- 
summe héherer Ordnung 181—182. 

— siehe auch mehrfache Summen, 
Wechselsumme héherer Ordnung, 
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Summenformel von Boole, Euler- 
Maclaurin siehe Boolesche S., Euler- 
Maclaurinsche S., verallgemeinerte 
Boolesche S.,  verallgemeinerte 
Euler-Maclaurinsche S. 

Summengleichung 309. 

Summierbar 43, 169. 

Summierbarkeit der Hauptlésungen 
U9), 

Symbolische Schreibweise bei 
den Bernoullischen Polynomen und 
Zahlen 20—#21. 

— bei den Bernoullischen Polynomen 
ho6herer Ordnung 129—134, 149. 

— bei den Eulerschen Polynomen und 
Zahlen 25—26. 

— bei den Eulerschen Polynomen ho- 
herer Ordnung 122, 124—128. 

— bei den Zahlen C, und D, 27—28. 

Symmetrie der 
Mittelwerte 4. 

— der reziproken Differenzen 416,418 
bis 419. 

— der Steigungen 8—49. 

System von Differenzenglei- 
chungen. Auflésung durch Ketten- 
briiche 444—445, 

— charakteristische Gleichung 380. 

— charakteristische Konstanten 384 

. bis 385. 

— Hauptmatrixlésungen 381—384. 

— Matrixbezeichnung 880—381. 

— lineare Relationen zwischen den 
Hauptmatrixlésungen 383—384. 

— Riemannsches Problem 384—386. 

— statteiner Differenzengleichung 379. 

— symbolische Matrixldsungen 380 
bis 381. 


Differenzen und 


Tafeln 456—463. 

Tangentenkoeffizienten 
Zahlen Cy. 

Taylor 2. 

Taylorsche Formel als Grenzfall 
der Booleschen Summenformel 34 
bis 35. 

— als Grenzfall der Newtonschen Inter- 
polationsformel 14, 429. 

— Restglied 14, 485, 438. 

— verwandte Formel 200. 

Tchebycheff 61. 

Teilsummation 193—197. 

Thiele 415, 417, 429. 


siehe 
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Thielesche Interpolationsfor- 
mel als Analogon zur Newtonschen 
Interpolationsformel 416, 418. 

— Determinantendarstellung der Nahe- 
rungszahler und -nenner 419—420. 

— Herleitung und Bedeutung 416—418. 

— Restglied 418, 433—435. 

Thielescher Kettenbruch. 
nition 429. 

— N&aherungszahler und -nenner 432 
bis 433. 

— Restglied 435, 437—438. 

Thome 451. 

Transformation der Fakultaten- 
reihen 258, 262—266, 267, 354. 

— der Newtonschen Reihe 227, 235 
bis 237, 

— der Stirlingschen Reihe 209, 210 
bis 211. 

— siehe auch Eulersche T., Laplace- 
Sela “- 

Trigonometrische Funktionen, 
Differenzen und Mittelwerte 6. 

— Stirlingsche und Besselsche Reihen 
eileme cies 

— Summe und Wechselsumme 73. 


Defi- 


Trigonometrische Reihen fiir die 
Bernoullischen und Eulerschen Poly- 
nome 65—66, 

— fiir den Logarithmus der Gamma- 
funktion 113—114. 

— fiir die Funktion logy (x) 117—118. 

— fiir die Funktionen JJ (x) und §§ (z) 
92—93, 

— fiir die Funktionen & (x) und g(z) 
107—108. 

— fiir die Hauptlésungen 61—67, 79 
bis 80. 


Unhomogen siehe vollstiandig. 

Unvollstandige Gammafunktion. 
Asymptotisches Verhalten 392. 

— Definition 391—3892. 

— Differenzengleichungen 392, 
443, 

— Fakultatenreihen 392, 393, 394. 

— Integraldarstellungen 391—892, 393. 

— Kettenbruch 443. 

— Newtonsche Reihe 393. 

— Partialbruchentwicklung 392, 393. 

— Residuen 393. 

— spezielle Falle 392. 

— spezielle Werte 393. 


393, 
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Vahlen 421. 

Verallgemeinerte Boolesche 
Summenformel, Allgemeine 156 
bis 160. 

— Anwendung beim Existenzbeweis 
der mehrfachen Summen 164—167. 

— Beispiele 161—162. 

— fiir Polynome 127. 

— Restglied 157—159. 

VerallgemeinerteEuler-Maclau- 
rinscheSummenformel, Allge- 
meine 160—161. 

— Anwendung beim Existenzbeweis 
der mehrfachen Summen 167—168, 

— Beispiele 161—162. 

— fiir Polynome 132. 

— Restglied 160—161. 

Vertauschungsformeln fiir die 
Operationen /\ und \/ 6. 


d 
— § und — 55, 178. 
: dx 


—§, Aund VY 46—47, 184—187. 
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